
8 Proste uk÷ady dynamiczne

8.1 Nieskończona studnia potencja÷u

Rozpatrzmy teraz potencja÷

V (x) =

8<:
1 x < �L=2 oraz L=2 < x

0 �L=2 < x < L=2
: (8.1)

Wiemy, ·ze wewn ¾atrz studni ogólne rozwi ¾azanie równania Schrödingera jest superpozycj ¾a
fal p÷askich

u(x) = Aeikx +Be�ikx = A0 sin(kx) +B0 cos(kx): (8.2)

Dodatkowo zauwa·zmu, ·ze hamiltonian

Ĥ = � ~
2

2m

@2

@x2
+ V (x) (8.3)

jest niezmienniczy ze wzgl¾edu na transformacj¾e odbicia:

x! �x (8.4)

Co oznacza, ·ze
u(x)! u(�x) = "u(x): (8.5)

Dwukrotne zastosowanie tej transformacji daje

u(x) = "2u(x) =) " = �1: (8.6)

Zatem funkcje w÷asne hamiltonianu symetrycznego ze wzg¾edu na odbicia s ¾a albo symet-
ryczne, albo antysymetryczne:

us(x) = B cos(kx);

ua(x) = A sin(kx): (8.7)

Nieskończonóśc potencja÷u na brzegach implikuje warunki brzegowe:

u(�L=2) = u(L=2) = 0: (8.8)

Tylko jeden z tych warunków jest niezale·zny. Mamy zatem dwa typy rozwi ¾azań:

cos(kL=2) = 0 =) k =
�

L
(1 + 2ns) =

�

L
n0s gdzie ns = 1; 3; 5 : : :

sin(kL=2) = 0 =) k =
�

L
2(1 + na) =

�

L
n0a gdzie n

0
a = 2; 4; 6 : : : (8.9)

Zatem ogólnie
k =

�

L
n n = 1; 2; 3 : : :

i energia wynosi

En =
~2k2

2m
=
~2�2

2mL2
n2: (8.10)

Poziomy energetyczne s ¾a skwantowane. Kwantyzacja bierze si¾e z warunków brzegowych.
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9 Oscylator harmoniczny: rozwi ¾azanie równania Schrö-
dingera przez rozwijanie w szereg

Klasycznie oscylator harmoniczny to uk÷ad, w którym si÷a dzia÷aj ¾aca na punkt materialny
proporcjonalna jest do wychylenia: F = �k x (np. ci¾e·zarek na spr¾e·zynie). Sile takiej
odpowiada potencja÷kwadratowy w x: V (x) = kx2=2. Zauwa·zmy, ·ze rozwijaj ¾ac dowolny
potencja÷posiadaj ¾acy minimum w punkcie x0 otrzymujemy szereg

V (x) = V (x0) +
1

2
V 00(x0)(x� x0)

2 + : : : ; (9.11)

w którym znika wyraz liniowy w (x� x0). St ¾ad potencja÷kwadratowy jest dobrym przy-
bli·zeniem dla ruchu z ma÷¾a energi ¾a dla praktycznie wszystkich potencja÷ów posiadaj ¾acych
minimum.
Operator hamiltona opisuj ¾acy ruch w takim potencjale dany jest wzorem:

Ĥ =
p̂2

2m
+
1

2
kx2 =

1

2

�
p̂2

m
+ !2mx2

�
; (9.12)

gdzie ! =
p
k=m jest klasyczn ¾a cz¾estósci ¾a ko÷ow ¾a drgań oscylatora. Niezale·zne od czasu

równanie Schrödingera przyjmuje nast¾epuj ¾ac ¾a postác

� ~
2

2m

d2 

dx2
+
1

2
m!2x2 = E : (9.13)

Przepiszmy równanie (9.13) mno·z ¾ac je stronami przez 2=~!:

� ~
m!

d2 

dx2
+
m!

~
x2 =

2E

~!
 : (9.14)

Aby rozwi ¾azác równanie (9.14) warto wprowadzíc bezwymiarow ¾a zmienn ¾a � i sta÷¾a �
zwi ¾azan ¾a z energi ¾a E:

� =

r
m!

~
x; � =

2E

~!
: (9.15)

W tych zmiennych równanie (9.14) przyjmuje wyj ¾atkowo prost ¾a postác:

 00 + (�� �2) = 0: (9.16)

Spróbujmy najpierw oszacowác jak funkcja  (�) zachowuje si¾e w granicy � ! �1.
W granicy tej równanie (9.16)

 00 � �2 = 0; (9.17)

daje si¾e ÷atwo rozwi ¾azác:
 (�) = H e�

1
2
�2 : (9.18)

Rzeczywíscie
 0(�) = ��He� 1

2
�2 ;  00(�) = �He� 1

2
�2 + �2He�

1
2
�2 : (9.19)
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Cz÷on bez �2 w drugiej pochodnej musimy zaniedbác, gdy·z patrzymy si¾e tylko na cz÷ony
wiod ¾ace w granicy � ! �1. Jest te·z jasne, ·ze musimy odrzucíc rozwi ¾azanie ze znakiem
+ w eksponencie, gdy·z funkcja  musi znikác w �1.
Nast¾epny krok polega na uzmiennieniu sta÷ej H:

 (�) = H(�) e�
1
2
�2 : (9.20)

Podstawiaj ¾ac (9.20) do (9.16) otrzymujemy równanie ró·zniczkowe na H(�):

H 00 � 2�H 0 + (�� 1)H = 0; (9.21)

gdzie primowanie oznacza ró·zniczkowanie po �. B¾edziemy szukác rozwi ¾azania równania
(9.21) rozwijaj ¾ac H(�) wokó÷� = 0. Poniwa·z � = 0 jest regularnym punktem równania
(9.21) szereg na H(�) i pochodne przyjmuje postác

H =

1X
n=0

an�
n;

H 0 =
1X
n=0

nan�
n�1;

H 00 =
1X
n=0

n(n� 1)an�n�2 =
1X
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2�
n: (9.22)

Podstawiaj ¾ac (9.22) do (9.21) otrzymujemy

1X
n=0

f(n+ 2)(n+ 1)an+2 � 2nan + (�� 1)ang �n = 0: (9.23)

Przyrównanie do zera wspó÷czynników przy �n daje nam relacj¾e rekurencyjn ¾a mi¾edzy
sta÷ymi an:

an+2 =
1 + 2n� �

(n+ 2)(n+ 1)
an: (9.24)

Zauwa·zmy po pierwsze, ·ze relacja (9.24) ÷¾aczy wspó÷czynniki o n ró·zni ¾acym si¾e o 2. Za-
tem funkcja H(�) jest albo parzysta (symetryczna) albo nieparzysta (antysymetryczna).
Wspó÷czynniki a0 i a1 s ¾a na tym etapie dowolne i zostan ¾a wyznaczone z warunku un-
ormowania funkcji falowej  . Po drugie, zbadajmy zachowanie si¾e rozwi ¾azań (9.22) dla
du·zych n:

Hparz.(�) =
1X
m=0

bm �
2m; gdzie bm+1 =

1 + 4m� �

(2m+ 2)(2m+ 1)
bm;

Hnparz.(�) = �
1X
m=0

cm �
2m; gdzie cm+1 =

3 + 4m� �

(2m+ 3)(2m+ 2)
cm: (9.25)
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Dla du·zych m relacje rekurencyjne (9.25) redukuj ¾a si¾e do

bn+1 =
1

n
an; cn+1 =

1

n
cn (9.26)

co daje asymptotyk¾e
H(�)! e�

2

dla � ! �1:

Takie zachowanie w po÷¾aczeniu ze wzorem (9.20) powodowa÷oby rozbie·znóśc  (�) dla
du·zych �. Dlatego, aby tego unikn ¾ác musimy szereg (9.22) urwác dla pewnego n. Wówczas
H(�) b¾ed ¾a wielomianami stopnia n. Warunek urwania szeregu ma postác

� = 1 + 2n; (9.27)

co t÷umaczy si¾e na skwantowane wartósci energii

En = ~!
�
1

2
+ n

�
: (9.28)

Warunki kwantowania energii otrzymalísmy tutaj, podobnie jak w przypadku studni
potencja÷u, z narzucenia odpowiednich warunków brzegowych w nieskończonósci. Poziomy
energetyczne s ¾a od siebie równoodleg÷e. Takie w÷ásnie za÷o·zenie robi si¾e wyprowadzaj ¾ac
wzór Plancka na g¾estóśc energii promieniowania cia÷a doskonale czarnego.

9.1 Stan podstawowy - energia drgań zerowych

Warto zwrócíc uwag¾e, ·ze w przeciwieństwie do mechaniki klasycznej, stan podstawowy
ma energi¾e ró·zn ¾a od zera E0 = ~!=2 . Mówi si¾e w tym konteḱscie o energii drgán ze-
rowych. Energia drgań zerowych jest efektem czysto kwantowym (jest proporcjonalna
do ~). Funkcja falowa stanu podstawowego dana jest tylko przez czynnik exponencjalny
(9.20), poniewa·z dla n = 0 H0 = const: Unormowana funkcja falowa ma postác funkcji
Gaussa:

 0(x) =
4

r
m!

�~
exp

�
�m!
2~

x2
�
: (9.29)

Widzimy, ·ze w stanie podstawowym

hx̂i0 = 0; hp̂i0 = 0 (9.30)

gdy·z odpowiednie ca÷ki znikaj ¾a (s ¾a to ca÷ki z kwadratu (9.29) pomno·zonego przez x, które
jest funkcj ¾a nieparzyst ¾a). St ¾ad średnie odchylenia kwadratowe, zarówno dla x̂ jak i dla p̂,
redukuj ¾a si¾e do średnich kwadratów tych operatorów:

�x2
ozn
=


(x̂� hx̂i0)2

�
0
=



x̂2
�
0
;

�p2
ozn
=


(p̂� hp̂i0)2

�
0
=



p̂2
�
0
: (9.31)
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Wielkósci �x2 i �p2 mo·zna wyliczýc znaj ¾ac funkcj¾e falow ¾a stanu podstawowego (9.29):

�p2 =
1

2
m!~; �x2 =

1

2

~
m!

(9.32)

i st ¾ad energia

E0 =
D
Ĥ
E
0
=
1

2

�
�p2

m
+m!2�x2

�
=
1

2
~!: (9.33)

Wielkósci �p i �x nazywamy nieoznaczonósciami p¾edu i po÷o·zenia (w stanie pod-
stawowym). Zgodnie z interpretacj ¾a probabilistyczn ¾a funkcji falowej, średnie wielkósci
z operatorów odpowiadaj ¾acych wartósciom �zycznym s ¾a równe średnim wynikom pomi-
arów tych wielkósci, przeprowadzonych na uk÷adzie b¾ed ¾acym w danym stanie kwantowym
(tu w stanie podstawowym). A zatem średnie odchylenia kwadratowe p¾edu i po÷o·zenia
nie mog ¾a býc arbitralnie ma÷e, gdy·z spe÷niony jest zwi ¾azek

�x�p =
~
2
: (9.34)

Zwi ¾azek (9.34) nazywa si¾e zasad ¾a nieoznaczonósci Heisenberga. Mówi ona, ·ze dok÷adnósci
pomiarów p¾edu i po÷o·zenia s ¾a ze sob ¾a zwi ¾azane: nie jest mo·zliwe równoczesne zmierzenie
tych wielkósci lepiej ni·z na to pozwala zwi ¾azek (9.34). Mo·znaby przypuszczác, ·ze jest to
nie tyle w÷asnóśc mechaniki kwantowej, co w÷asnóśc funkcji falowej stanu podstawowego
oscylatora harmonicznego. Ogólne wyprowadzenie zasady nieoznaczonósci przekona nas
wkrótce, ·ze w ogólnósci

�x�p > ~
2
; (9.35)

a wi¾ec funkcja (9.34) minimalizuje zasad¾e nieoznaczonósci. Z drugiej strony zauwa·zmy,
·ze ze wzgl¾edu na niezmiernie ma÷¾a wartóśc numeryczn ¾a sta÷ej Plancka, zwi ¾azki (9.34) czy
(9.35) s ¾a istotne tylko w mikróswiecie.
Dodajmy na koniec, ·ze funkcja falowa, a wi¾ec i prawdopodobieństwo znalezienia cz ¾astki

w przestrzeni rozci ¾agaj ¾a si¾e poza klasycznie dozwolony obszar zmiennej x.

9.2 Wielomiany Hermite�a

Podstawiaj ¾ac do równania (9.21) warunek kwantyzacji na � (9.27) otrzymujemy równanie
Hermite�a

H 00
n � 2�H 0

n + 2nHn = 0; (9.36)

którego rozwi ¾azaniami s ¾a wielomiany Hermite�a. Zamiast pos÷ugiwác si¾e bezpósrednio
równaniem (9.36) i zwi ¾azkami rekurencyjnymi (9.24), aby znaléźc jawn ¾a postác wielomi-
anów Hn warto pos÷u·zýc si¾e tzw. funkcj ¾a tworz ¾ac ¾a F (�; u):

F (�; u) = exp
�
�u2 + 2�u

�
=

1X
n=0

un

n!
Hn(�): (9.37)
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Najpierw sprawd́zmy, ·ze tak zde�niowane Hn spe÷niaj ¾a równanie (9.36). W tym celu
zró·zniczkujmy F (�; u) po �

@F (�; u)

@�
= 2u exp

�
�u2 + 2�u

�
= 2

1X
n=0

n
un

n!
Hn�1(�);

@F (�; u)

@�
=

1X
n=0

un

n!
H 0
n(�) (9.38)

i po u :

@F (�; u)

@u
= 2(� � u) exp

�
�u2 + 2�u

�
= 2

1X
n=0

un

n!
(�Hn(�)� nHn�1(�)) ;

@F (�; u)

@u
=

1X
n=0

n
un�1

n!
Hn(�) =

1X
n=0

un

n!
Hn+1(�): (9.39)

Porównuj ¾ac wspó÷czynniki przy jednakowych pot¾egach u otrzymujemy u·zyteczne zwi ¾azki

H 0
n = 2nHn�1;

Hn+1 = 2�Hn � 2nHn�1: (9.40)

Z równań tych mo·zna wyprowadzíc równanie Hermite�a. Po pierwsze podstawmy pierwsze
z nich do drugiego

Hn+1 � 2�Hn +H 0
n = 0:

Nast¾epnie zró·zniczkujmy po �:

H 0
n+1 � 2Hn � 2�H 0

n +H 00
n = 0

i zastosujmy pierwsze z równań (9.40) ale dla H 0
n+1:

2(n+ 1)Hn � 2Hn � 2�H 0
n +H 00

n = 0:

W ten sposób otrzymalísmy (9.36).
Wiele w÷asnósci wielomianówHermite�a daje si¾e udowodníc przy pomocy funkcji tworz ¾acej.

Jawn ¾a postác Hn mo·zna znaléźc ró·zniczkuj ¾ac n-krotnie po u funkcj¾e tworz ¾ac ¾a (9.37):

Hn(�) =
@nF (�; u)

@un

����
u=0

: (9.41)

Z drugiej strony, poniewa·z
F (�; u) = e�

2

e�(u��)
2

;

@nF (�; u)

@un
= (�)ne�2 @

n

@�n
e�(u��)

2

:
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A zatem

Hn(�) = (�)ne�
2 @n

@�n
e��

2

: (9.42)

Warto wypisác kilka pierwszych wielomianów Hermite�a:

H0(�) = 1; H1(�) = 2�; H2(�) = 4�
2 � 2: (9.43)

Przy pomocy funkcji tworz ¾acej mo·zna te·z ÷atwo wyliczýc norm¾e funkcji falowych os-
cylatora harmonicznego. W tym celu policzmy ca÷k¾e

+1Z
�1

d� F (�; u)F (�; w)e��
2

= e2uw
+1Z
�1

d� exp
�
��2 + 2 (u+ w) � � (u+ w)2

	
= e2uw

p
�; (9.44)

gdzie gaussowsk ¾a ca÷k¾e po d� wykonalísmy zmieniaj ¾ac zmienne �0 = � � (u+ w). Rozwi-
jaj ¾ac obie strony (9.44) w szereg w u i w otrzymujemy

1X
m=0
n=0

umwn

n!m!

+1Z
�1

d� Hm(�)Hn(�) e
��2 =

p
�

1X
n=0

(2uw)n

n!
;

z czego wynika
+1Z
�1

d� Hm(�)Hn(�) e
��2 =

p
�2nn! �nm : (9.45)

A zatem unormowana funkcja falowa oscylatora harmonicznego ma postác:

 n(x) =

�r
m!

�~
1

2nn!

�1=2
Hn

�r
m!

~
x

�
exp

�
�m!
2~

x2
�
: (9.46)
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