5 Postulaty mechaniki kwantowej
Mozemy teraz sformutowaé postulaty mechaniki kwantowe;.

POSTULAT 1.

Stan uktadu fizycznego w danej chwili ¢ wyznaczony jest przez wektor stanu [i(t)) w
przestrzeni Hilberta ‘H. Przypomnijmy, ze przestrzen Hilberta jest liniowa przestrzenia
wektorowa nad (w tym wypadku) ciatem liczb zespolonych, w ktérej zdefiniowany jest
iloczyn skalarny (o(t) [1(t)). Dzieki temu mozemy w przestrzeni Hilberta wprowadzié
norme: stany fizyczne opisywane sg przez normowalne wektory stanu: (1)(t) |1)(t)) < oc.
Dodatkowo przestrzen Hilberta jest przestrzenig kompletna.

Zauwazmy, ze z liniowosci przetrzeni Hilberta wynika zasada superpozycji stanow.

Dla czastki poruszajacej sie¢ w potencjale mozemy wybrac¢ reprezentacje, w ktérej stany
sg funkcjami zespolonymi polozenia i czasu i spetaniajg warunek catkowalno$ci w kwadra-
cie

/d3F (7 ) < oo

Interpretacja: |¢(7,t)|” jest prawdopodobienstwem znalezienia czastki w punkcie 7 w
chwili ¢.

POSTULAT 2

Kazdej mierzalnej wielkoSci fizycznej (obserwabli) odpowiada operator hermitowski Q,
ktérego unormowane wektory wilasne |g;) tworza baze w H. W reprezentacji polozeniow;j
operatory polozenia i pedu przyjmuja postac:

0

— i.t.d.
oz

T=ux, pp = —ih
Pozostale operatory konstruujemy zamieniajac w wielkosciach klasycznych polozenia i
pedy na odpowidajace im operatoray. Warto zwréci¢ uwage, ze aby zdefiniowaé p wprowadzil-
iSmy stala wymarows h.

POSTULAT 3

Jezeli uktad znajduje sie w stanie [¢(t)) , to pomiar obserwabli odpowiadajacej opera~
torowi Q daje jedna z jego wartosci wasnych ¢; z prawdopodobienstwem |(g;| 1(t))[>. W
wyniku pomiaru stan zmienia sie w stan wlasny |¢;). Zjawisko to nosi czasem nazwe ko-
lapsu fynkcji falowej. Jest jeden z najbardziej kontrowersyjnych postulatéw, ktéry budzit
sprzeciw np. Einsteina.

Zauwazmy, ze dla operatora potozenia zachodzi

(F1 (1)) = (7, 1).
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POSTULAT 4
Ewolucja czasowa stanu fizycznego dana jest przez réwnanie Schroedingera:

L d :
ih— (1)) = H |i(t))

gdzie H jest hamiltonianem kwantowym skonstruowanym wg zasad postulatu 2. Postulat
ten mozna zastapi¢ poprzez opis ewolucji w jezyku calek po trajektoriach.

6 Reprezentacje polozeniowa i pedowa

6.1 Reprezentacja polozeniowa

W poprzednim rozdziale znalezliémy jawng postaé operatora Hw przedstawieniu potoze-
niowym. Co to znaczy? W przedstawieniu polozeniwym

Ty =z|x). (6.1)

Stany wlasne |z) tworza uktad zupey

I= /dg; ) (x|, (]| 2) = 6(x — ). (6.2)

Rozklad dowolnego stanu

) = / dr|z) (z |i) = / d ) (). (6.3)

Iloczyn skalarny

(o ) = / drde! (i |2') (@' |2) (z [) = / drp* () (). (6.4)

WzieliSmy réwnanie

H [)

i pomnozyliémy go przez (x| wstawiajac réwnocze$nie operator jednostkowy / dx' |2y (|

(@l B0 = [0’ @l 71} () ) = (o), ©5)

CO 0znacza, 7ze
(x| H |2"y = 0(x — 2")H,.. (6.6)
Tutaj H, jest operatorem Hamiltona w przedstawieniu polozeniowym (na ogét nie piszemy

indeksu ), w ktérym to przedstawieniu H jest diagonalny. Operator pedu

0

(ol 1) = it (a). (67)
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Wstawmy jedynke

(] P i) = / da’ (2] p|) (&' |y = / da’ (2] p|=') (). (6.8)

Poréwnujac z poprzednim réwnaniem

0
h |2y = —ihd(z — .
(al ') = ~ihda — o) (6.9
6.2 Przedstawienie pedowe
W przedstawieniu polozeniowym funkcja wiasna operatora pedu
0 4
—ih%up(x) = puy(z) = uy(r) = A", (6.10)
W notacji Diraca
up(x) = (z p) (6.11)
Norma
“+oo +oo
/dx Uy (1) up(7) = |A? /dx elP=P2/h — onh | AP 6(p — p) (6.12)
Stad (wybieramy rzeczywisa faze)
1
A= . 6.13
V2mh ( )
Podobnie
+oo
/ dp (2’ Yup(x) = 8( — o). (6.14)

Zmiana bazy

/dx/dplp (' |z) P(2)

()
:/dp' ) /dm\/ﬁ e~/ (). (6.15)

Pomnézmy przez (p|:

(p [0y = 1(p) dze™ """ (). (6.16)

-7/

Przejécie od przedstawienia potozeniowego do przedstawienia pedowego: transformata
Fouriera. I na odwrét:

() =

& / dpe™ /" (p). (6.17)
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Jak wyglada operator potozenia w reperezentacji pedowe;j:

(ol ) = / dr'dz dyf (p| ) (/) 2 |2) (] o) (' 1)

=zé(x—z')

1
da dp'e™ " e () o)

27T7'L
:/dp [—zﬁ%(S(p —p)} ()
— m/dp’é(p’ — p)a%,?/)(p')
= iha%w(p)-

7 Zasada nieoznaczonosSci

7.1 Gaussowski pakiet falowy
Rozwazmy pewna sczegdlng funkcje falows
+00

dk

P(r) = NeT: (k) e,

—00

gdzie (k) wybierzemy jako funkcje Gaussa:

P(k) = ——exp (—M) |

To 2a

Funkcja ta jest unormowana (w kwadracie):

“+oo

/dkw( \/_ / dl exp (-W) = 1.

—0o0

Dla tak dobranej ¢(k) tatwo wyliczy¢ (z):

() = y%mjk_exp ( W —|—i/m) |

33

(6.18)

(7.19)

(7.20)



Prze$ledzmy krok po kroku wyliczenie tej calki. Po pierwsze zmienmy zmienne k = k — kg
i dopelnijmy do kwadratu

4o

60 = S [ e (2 ik 20 exp (27

r) = —F/— X —_— 1 KX — T X —— T
Vaa | \ox P 2 P2

+o0o
_eXp(zkgx & 2)\/;_0[ jli_ep( 1(,% —2250495—0495))

Wprowadzajac nows zmienng kg = iax, argument exponenty pod catka przyjmuje postac
(k — Ko)? 1 calka po dr na mocy wzoru (7.20) réwna jest v27a. A zatem

W(x) = ¢ Lo 5 eihor, (7.21)

™

A zatem pakiet falowy v (z) ma postaé zblizona do fali plaskiej o liczbie falowej kg, ale
o zaleznej od polozenia amplitudzie o ksztalcie gaussowskim. Funkcja (7.21) jest unor-

mowana: teo oo
(0% % (6% —ox?
o [devr@uw =2 [deeort =1

Sredni ped dla takiego pakietu falowego wynosi

= [ (<O

a Srednie odchylenie kwadratowe pedu:

k — ko)? a
2( dk (k — ko) _ (k= ho)” — m2=.
() \/ﬁ 0) eXp( a 2

7 kolei rednie potozenie dane jest jako

+oo
(0% 2
Z\/j/d.ra:e w =0,
T
—0o0

a Srednie odchylenie kwadratowe potozenia

+o0 1
= \/g/dxﬁe_mﬂ = —.
T 2a
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Zauwazmy teraz, ze

h2
o?(p)o?(x) = T (7.22)
Definiujac nieoznaczonosé pedu i nieoznaczonosé potozenia jako
Ap = \/0o%(p), Az =+/0c*(z)
mozemy (7.22) przepisa¢ jako
h
ApAx = 5 (7.23)

Zwiazki (7.22) i (7.23) nosza nazwe zasady nieoznaczonosci Heisenberga. Ze zwiazkéw
tych wynika, ze w okreSlonym stanie 1, ktéry tu wybraliSmy jako gaussian, ped i poloze-
nie znane sg z dokladnoscig, ktérych iloczyn jest staly, rzedu A. W miare jak bedziemy
zmniejszaé Ap wzrasta¢ bedzie Az. I odwrotnie, w stanie o malym Az ped bedzie prak-
tycznie nieokreSlony. Powstaje pytanie, na ile ogélna jest to zasada i na ile zalezy ona od
wyboru stanu .

7.2 WielkoSci sprzezone
Rozwazmy dwa operatory hermitowskie AiB , takie ze
[A,B] yTel

gdzie C jest tez operatorem hermitowskim. Niech

0 =<A>;= <w,fhp) ,

b=< B >y= (¢, fw) ,
gdzie () jest unormowana funkcja falowa. Zdefiniujmy opertory
bpo=A—a, op=B-—b

Latwo wykazac, ze
[3 4,0 B} =iC.

Rozwazmy teraz pomocniczg catke zalezng od rzeczywistego parametru a:

I(a) = / P

2
= 0.

(asA - @'83) b (7)
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Calka ta jest zawsze dodatnia. Poniewaz operatory b} A, o5 sg hermitowskie

ta) = [ @7 ((aba—iba) v) (ads ~ ida) v
_ / @7 v+ { (ada+idp) (abs —ids)
_ /d?’F o {oﬂ&%, + 62 —ia [SA, SB] } 0
_ /d%f b {oﬂéi 462+ aé} 0
= a?02(A) + o2(B) +a < C >y> 0.

Ostatnia nieréwno$¢ musi by¢ spelniona dla kazdego «, a zatem wyznacznik réwnania
kwadratowego na o musi by¢ ujemny lub réwny zero:

< C >} —403(A)o?(B) < 0.

Stad natychmiast otrzymujemy, ze

. <O

2 2 ¥
o,(A)oy(B) > —a (7.24)
A zatem zasada nieoznaczono$ci wynika z nieprzemiennoS$ci operatoréw AiB. To czy
we wzorze (7.24) bedziemy mieli znak réwnoSci, czy silnej nieréwnosci zalezy od stanu ),

po ktérym Sredniujemy. W szczegdlnosci, dla operatoréw pedu i polozenia otrzymujemy
h
ApAx > 5
Warto w tym miejscu wspomnie¢ o innej zasadzie nieoznaczono$ci wigzacej czas z
energia. Poniewaz w mechanice kwantowej czas jest parametrem i nie odpowiada mu
zaden operator, zasada ta nie daje si¢ wyprowadzi¢ w pokazany wyzej sposéb. Wrécimy
do tego problemu w jednym z nastepnych rozdziatow.
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