
5 Postulaty mechaniki kwantowej

Mo·zemy teraz sformu÷owác postulaty mechaniki kwantowej.

POSTULAT 1.
Stan uk÷adu �zycznego w danej chwili t wyznaczony jest przez wektor stanu j (t)i w

przestrzeni Hilberta H. Przypomnijmy, ·ze przestrzeń Hilberta jest liniow ¾a przestrzeni ¾a
wektorow ¾a nad (w tym wypadku) cia÷em liczb zespolonych, w której zde�niowany jest
iloczyn skalarny h'(t) j (t)i. Dzieki temu mo·zemy w przestrzeni Hilberta wprowadzíc
norm¾e: stany �zyczne opisywane s ¾a przez normowalne wektory stanu: h (t) j (t)i <1.
Dodatkowo przestrzeń Hilberta jest przestrzeni ¾a kompletn ¾a.
Zauwa·zmy, ·ze z liniowósci przetrzeni Hilberta wynika zasada superpozycji stanów.
Dla cz ¾astki poruszaj ¾acej si¾e w potencjale mo·zemy wybrác reprezentacj ¾e, w której stany

s ¾a funkcjami zespolonymi po÷o·zenia i czasu i spe÷aniaj ¾a warunek ca÷kowalnósci w kwadra-
cie Z

d3~r j (~r; t)j2 <1:

Interpretacja: j (~r; t)j2 jest prawdopodobieństwem znalezienia cz ¾astki w punkcie ~r w
chwili t.

POSTULAT 2
Ka·zdej mierzalnej wielkósci �zycznej (obserwabli) odpowiada operator hermitowski Q̂,

którego unormowane wektory w÷asne jqii tworz ¾a baz¾e w H: W reprezentacji po÷o·zeniowj
operatory po÷o·zenia i p¾edu przyjmuj ¾a postác:

x̂ = x; p̂x = �i~
@

@x
; i.t.d.

Pozosta÷e operatory konstruujemy zamieniaj ¾ac w wielkósciach klasycznych po÷o·zenia i
p¾edy na odpowidajace im operatoray. Warto zwrócíc uwag¾e, ·ze aby zde�niowác p̂ wprowadzil-
ísmy sta÷¾a wymarow ¾a ~.

POSTULAT 3
Je·zeli uk÷ad znajduje si¾e w stanie j (t)i ; to pomiar obserwabli odpowiadaj ¾acej opera-

torowi Q̂ daje jedn ¾a z jego wartósci w÷asnych qi z prawdopodobieństwem jhqij  (t)ij2. W
wyniku pomiaru stan zmienia si¾e w stan w÷asny jqii. Zjawisko to nosi czasem nazw¾e ko-
lapsu fynkcji falowej. Jest jeden z najbardziej kontrowersyjnych postulatów, który budzi÷
sprzeciw np. Einsteina.
Zauwa·zmy, ·ze dla operatora po÷o·zenia zachodzi

h~rj  (t)i =  (~r; t):
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POSTULAT 4
Ewolucja czasowa stanu �zycznego dana jest przez równanie Schroedingera:

i~
d

dt
j (t)i = Ĥ j (t)i ;

gdzie Ĥ jest hamiltonianem kwantowym skonstruowanym wg zasad postulatu 2. Postulat
ten mo·zna zast ¾apíc poprzez opis ewolucji w j¾ezyku ca÷ek po trajektoriach.

6 Reprezentacje po÷ozeniowa i p ¾edowa

6.1 Reprezentacja po÷o·zeniowa

W poprzednim rozdziale znalézlísmy jawn ¾a postác operatora Ĥ w przedstawieniu po÷o·ze-
niowym. Co to znaczy? W przedstawieniu po÷o·zeniwym

x̂ jxi = x jxi : (6.1)

Stany w÷asne jxi tworz ¾a uk÷ad zupe÷ny

Î =

Z
dx jxi hxj ; hx0j xi = �(x� x0): (6.2)

Rozk÷ad dowolnego stanu

j i =
Z
dx jxi hx j i =

Z
dx jxi (x): (6.3)

Iloczyn skalarny

h' j i =
Z
dxdx0 h' jx0i hx0 jxi hx j i =

Z
dx'�(x) (x): (6.4)

Wzi¾elísmy równanie
Ĥ j i

i pomno·zylísmy go przez hxj wstawiaj ¾ac równoczésnie operator jednostkowy
Z
dx0 jx0i hx0j

hxj Ĥ j i =
Z
dx0 hxj Ĥ jx0i hx0j  i = Ĥx (x); (6.5)

co oznacza, ·ze
hxj Ĥ jx0i = �(x� x0)Ĥx: (6.6)

Tutaj Ĥx jest operatorem Hamiltona w przedstawieniu po÷o·zeniowym (na ogó÷nie piszemy
indeksu x), w którym to przedstawieniu Ĥ jest diagonalny. Operator p¾edu

hxj p̂ j i = �i~ @
@x
 (x): (6.7)
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Wstawmy jedynk¾e

hxj p̂ j i =
Z
dx0 hxj p̂ jx0i hx0 j i =

Z
dx0 hxj p̂ jx0i (x0): (6.8)

Porównuj ¾ac z poprzednim równaniem

hxj p̂ jx0i = �i~�(x� x0)
@

@x0
(6.9)

6.2 Przedstawienie p ¾edowe

W przedstawieniu po÷o·zeniowym funkcja w÷asna operatora pedu

�i~ @
@x
up(x) = pup(x) ) up(x) = Aeipx=~: (6.10)

W notacji Diraca
up(x) = hx jpi (6.11)

Norma
+1Z
�1

dx u�p0(x)up(x) = jAj
2

+1Z
�1

dx ei(p�p
0)x=~ = 2�~ jAj2 �(p� p0) (6.12)

St ¾ad (wybieramy rzeczywis ¾a faz¾e)

A =
1p
2�~

: (6.13)

Podobnie
+1Z
�1

dp u�p(x
0)up(x) = �(x� x0): (6.14)

Zmiana bazy

j i =
Z
dx jxi (x) =

Z
dx

Z
dp0 jp0i hp0 jxi (x)

=

Z
dp0 jp0i

Z
dx

1p
2�~

e�ip
0x=~ (x): (6.15)

Pomnó·zmy przez hpj:

hp j i =  (p) =
1p
2�~

Z
dxe�ipx=~ (x): (6.16)

Przej́scie od przedstawienia po÷o·zeniowego do przedstawienia p¾edowego: transformata
Fouriera. I na odwrót:

 (x) =
1p
2�~

Z
dpeipx=~ (p): (6.17)
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Jak wygl ¾ada operator po÷o·zenia w reperezentacji p¾edowej:

hpj x̂ j i =
Z
dx0dx dp0 hpj x0i hx0j x̂ jxi| {z }

=x�(x�x0)

hxj p0i hp0 j i

=
1

2�~

Z
dx dp0e�ipx=~xeip

0x=~ hp0 j i

=

Z
dp0
�
�i~ @

@p0
�(p0 � p)

�
 (p0)

= i~
Z
dp0�(p0 � p)

@

@p0
 (p0)

= i~
@

@p
 (p): (6.18)

7 Zasada nieoznaczonósci

7.1 Gaussowski pakiet falowy

Rozwa·zmy pewn ¾a sczególn ¾a funkcj¾e falow ¾a

 (x) =

+1Z
�1

dkp
2�

~ (k) ei kx;

gdzie ~ (k) wybierzemy jako funkcje Gaussa:

~ (k) =
1

4
p
��
exp

�
�(k � k0)

2

2�

�
: (7.19)

Funkcja ta jest unormowana (w kwadracie):

+1Z
�1

dk j ~ (k)j2 = 1p
��

+1Z
�1

dk exp

�
�(k � k0)

2

�

�
= 1: (7.20)

Dla tak dobranej ~ (k) ÷atwo wyliczýc  (x):

 (x) =
1

4
p
��

+1Z
�1

dkp
2�
exp

�
�(k � k0)

2

2�
+ i kx

�
:
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Przésled́zmy krok po kroku wyliczenie tej ca÷ki. Po pierwsze zmieńmy zmienne � = k�k0
i dope÷nijmy do kwadratu

 (x) =
ei k0x

4
p
��

+1Z
�1

d�p
2�

exp

�
� �

2

2�
+ i �x+

�

2
x2
�
exp

�
��
2
x2
�

= exp
�
i k0x�

�

2
x2
� 1

4
p
��

+1Z
�1

d�p
2�

exp

�
� 1

2�

�
�2 � 2 i � �x� �2 x2

��
:

Wprowadzaj ¾ac now ¾a zmienn ¾a �0 = i�x, argument exponenty pod ca÷k ¾a przyjmuje postác
(�� �0)

2 i ca÷ka po d� na mocy wzoru (7.20) równa jest
p
2��. A zatem

 (x) = 4

r
�

�
e�

ax2

2 ei k0x: (7.21)

A zatem pakiet falowy  (x) ma postác zbli·zon ¾a do fali p÷askiej o liczbie falowej k0, ale
o zale·znej od po÷o·zenia amplitudzie o kszta÷cie gaussowskim. Funkcja (7.21) jest unor-
mowana: r

�

�

+1Z
�1

dx �(x) (x) =

r
�

�

+1Z
�1

dx e��x
2

= 1:

Średni ped dla takiego pakietu falowego wynosi

hpi = ~p
��

+1Z
�1

dk k exp

�
�(k � k0)

2

�

�
= ~k0;

a średnie odchylenie kwadratowe pedu:

�2(p) =
~2p
��

+1Z
�1

dk (k � k0)
2 exp

�
�(k � k0)

2

�

�
= ~2

�

2
:

Z kolei średnie po÷o·zenie dane jest jako

hxi =
r
�

�

+1Z
�1

dx x e��x
2

= 0;

a średnie odchylenie kwadratowe po÷o·zenia

�2(x) =

r
�

�

+1Z
�1

dx x2 e��x
2

=
1

2�
:
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Zauwa·zmy teraz, ·ze

�2(p)�2(x) =
~2

4
: (7.22)

De�niuj ¾ac nieoznaczonóśc pedu i nieoznaczonóśc po÷o·zenia jako

�p =
p
�2(p); �x =

p
�2(x)

mo·zemy (7.22) przepisác jako

�p�x =
~
2
: (7.23)

Zwi ¾azki (7.22) i (7.23) nosz ¾a nazwe zasady nieoznaczonósci Heisenberga. Ze zwi ¾azków
tych wynika, ·ze w okréslonym stanie  , który tu wybralísmy jako gaussian, p¾ed i po÷o·ze-
nie znane s ¾a z dok÷adnósci ¾a, których iloczyn jest sta÷y, rz¾edu ~. W miar¾e jak b¾edziemy
zmniejszác �p wzrastác bedzie �x. I odwrotnie, w stanie o ma÷ym �x p¾ed b¾edzie prak-
tycznie nieokréslony. Powstaje pytanie, na ile ogólna jest to zasada i na ile zale·zy ona od
wyboru stanu  .

7.2 Wielkósci sprze·zone

Rozwa·zmy dwa operatory hermitowskie Â i B̂, takie ·zeh
Â; B̂

i
= iĈ;

gdzie Ĉ jest te·z operatorem hermitowskim. Niech

a =< Â > =
�
 ; Â 

�
;

b =< B̂ > =
�
 ; B̂ 

�
;

gdzie  (~r) jest unormowan ¾a funkcj ¾a falow ¾a. Zde�niujmy opertory

�̂A = Â� a; �̂B = B̂ � b:

×atwo wykazác, ·ze h
�̂A; �̂B

i
= iĈ:

Rozwa·zmy teraz pomocnicz ¾a ca÷ke zale·zn ¾a od rzeczywistego parametru �:

I(�) =

Z
d3~r

������̂A � i�̂B

�
 (~r)

���2 > 0:
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Ca÷ka ta jest zawsze dodatnia. Poniewa·z operatory �̂A; �̂B s ¾a hermitowskie

I(�) =

Z
d3~r

��
��̂A � i�̂B

�
 
�� �

��̂A � i�̂B

�
 

=

Z
d3~r  �

n�
��̂A + i�̂B

��
��̂A � i�̂B

�o
 

=

Z
d3~r  �

n
�2�̂2A + �̂2B � i�

h
�̂A; �̂B

io
 

=

Z
d3~r  �

n
�2�̂2A + �̂2B + �Ĉ

o
 

= �2�2 (Â) + �2 (B̂) + � < Ĉ > > 0:

Ostatnia nierównóśc musi býc spe÷niona dla ka·zdego �, a zatem wyznacznik równania
kwadratowego na � musi býc ujemny lub równy zero:

< Ĉ >2 �4�2 (Â)�2 (B̂) 6 0:

St ¾ad natychmiast otrzymujemy, ·ze

�2 (Â)�
2
 (B̂) >

< Ĉ >2 
4

: (7.24)

A zatem zasada nieoznaczonósci wynika z nieprzemiennósci operatorów Â i B̂. To czy
we wzorze (7.24) bedziemy mieli znak równósci, czy silnej nierównósci zale·zy od stanu  ,
po którym średniujemy. W szczególnósci, dla operatorów pedu i po÷o·zenia otrzymujemy

�p�x > ~
2
:

Warto w tym miejscu wspomniéc o innej zasadzie nieoznaczonósci wi ¾a·z ¾acej czas z
energi ¾a. Poniewa·z w mechanice kwantowej czas jest parametrem i nie odpowiada mu
·zaden operator, zasada ta nie daje si¾e wyprowadzíc w pokazany wy·zej sposób. Wrócimy
do tego problemu w jednym z nast¾epnych rozdzia÷ów.
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