4 Operatory

4.1 Podstawowe wlasnosci i definicje

Operatory a obserwable.
Operatorem na przetrzeni wektorowej V' nazywamy odwzorowanie ketu [¢)) w ket |¢):

Q) = o). (4.1)

Podobnie jak funkcje, operatory okreSlone sa w pewnej dziedzinie. Dwa operatory sg
réwne, gdy R R

@1 |¢> = Q2 |¢>
dla wszystkich |¢) nalezacych do ich dziedzin. W mechanice kwantowej ograniczamy sie
do pewnej klasy operatoréw, mianowicie do operatoréw liniowych:

Q (c1]11) + cali)) = Cl@ Y1) + CQQ |4a)

gdzie c; 2 sa dowolnymi staltymi. Podobnie suma operatoréw
(Qu+Q:) ) = Qu ) + Qa0
Operator mozemy pomnozy¢ przez liczbe
(cQ) 1) = (@)
Operatory mozemy mnozy¢
(QIQZ) ) = Ql <Q2 W)) )

musimy jedank pamietaé, aby ket |¢) = Qs [t)) nalezal do dziedziny operatora ;. Na
0go6l mnozenie operatoréw nie jest przemienne:

AB +# BA.
Zdefiniujmy komutator
[A, B’] — AB — BA.
Warto wymieni¢ kilka uzytecznych wlasnosci komutatoréw:
[fl, lﬂ = — [B,A] , antysymetria,
[A,B+C]=[A, Bl +[A,C], liniowosé,
[A, BC) = [A,B] C+ B[A,C], Jacznosé”.

—

Na koniec podajmy bardzo tzsamos¢, tzw. toZsamo s¢ Jaobiego:

[4.8].¢]+[[B.¢] 4] +][¢.4] . B] =0. (4.2)
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4.2 Przedstawienie macierzowe, operatory hermitowskie

Latwo przekonac sie, ze z wektoréw bazowych w przestrzeni wektorowej V' mozna zbu-
dowac operator jednostkowy

I=>"liyi. (4.3)

7

Rzeczywiscie
L)y = 1) (il Y _a;lj) = Ea]| Eam
i J

Podobnie dla przypadku ciagglego mamy

f:/muuﬂ. (4.4)

W mechanice kwantowej szczegdlng role odgrywa operator energii zwany hamiltoni-
anem

= S| (). (4.5)

Policzmy wielkos¢

(W H[v) = ZE (Y| E;) (4.6)

Poniewaz (E;| ) = a; jest amplitudg prawdopodobiefistwa otrzymania w wyniku pomiaru
energii uktadu w stanie [¢)) wartoéci E;

W) = S = (E). (4.7)

Ten wynik tatwo uogdélni¢ na dowolny operator Q odpowiadajacy jakiej$ obserwabli,
ktérego spektrum oznaczymy przez {¢;} . Woéwczas stany, dla ktérych z prawdopobienst-
wem 1 otrzymamy w wyniku pomiaru warto$¢ ¢;, oznaczamy jako |g;) 1 operator ma
postac

Q= Z%’ |g:) (gl - (4.8)

Zauwazmy, ze

Qlary = > lai) il aw) = ar la) - (4.9)

Jest to réwnanie wlasne, ktére pozwala znalezé zaréwno kety |g;) jak 1 wartosci wlasne g;.
Rozwazmy element macierzowy operatora (), ktéry ma rzeczywiste wartosci wiasne
(wyniki pomiaréw fizycznych sg liczbami rzeczywistymi) miedzy stanami

= ailw), le) = by lay) (4.10)
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gdzie
@’QW Zb*&z QJ’Q|QZ Zbraz qi,

(] Qlp) = Zab (@l Qlay) =Y _biai a5 (4.11)

Z réwnania (4.11) wynika A A
(el Qv)" = (¥l Qlp). (4.12)

Operator o takiej wlasnosci nazywamy operatorem hermitowskim. Zdefiniujmy sprzezenie
hermitowskie dowolnego operatora R:

(ol BT [)" = (| R ) . (4.13)

7 tego widag, ze opertory hermitowskie sg samosprzezone.
Pokazemy teraz w druga strone, ze operatory hermitowskie posiadaja rzeczywiste
wartoSci wlasne i wektory wlasne, ktére tworza ortogonalng baze. Obliczmy

(axl Qlai) = @ (aw la:) oraz (g Q lar) = au (ai lax) - (4.14)

Ze wzoru (2.38) mamy
(@ ) = (ax |a:)
a z hermitowskoSci (4.12)

(ar| Qlas) — (| Q lar)* = 0= (¢; — q}) (aw |a:) - (4.15)

Jezeli i = k to musi by¢ ¢; = ¢ — wartoSci wlasne sa rzeczywiste. Jezeli i # k to

(ar |a:) = 0.
Réwnanie (4.1)

lp) = Rly) = Zaj R1j)
dla dowolnego operatora R w dowolnej bazie |j) pomnézmy z lewej strony przez bra (j|

=2 0 (i1 R1j) = Rya;. (4.16)

Réwnanie to definiuje elemnty macierzowe operatora R
(il R|j) = Ri;. (4.17)

Woéwezas, jezeli

@) = ij 17)
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J

Zatem operatorom odpowiadaja macierze (skonczenie lub nieskonczenie wymiarowe). Latwo
wykazac, ze

QR - Qinjk-
Pamietajmy

AN T A

(QR) — RO (4.19)

Podobnie dla transpozycji i odwrotnosci.
W zalezno$ci od wyboru bazy |i) méwimy o operatorze ) w reprezentacji |i). Do na-

jezesciej uzywanych reprezentacji naleza: reprezentacja energetyczna, polozeniowa lub
pedowa. Zauwazmy, ze W reprezentacji polozeniowej ,macierz”’ operatora ma ciggle

wzkazniki

Q = (2|Q). (4.20)
Funkcja od operatora. Mamy dang funkcje liczbowa, f(x). Wéwczas

f(Q) = Zf(%) |2) (il - (4.21)
Jezeli znamy rozwiniecie w szereg Taylora funkeji f(x)
fla) = 3

10 = a0 (122

Ostatnie wyrazenie ma sens, bo operatory umiemy mnozy¢. Mozna pokazé, ze z (4.22)

wynika (4.21).
Szczegblng funkeja jest 1/z:

5= (429
Pomndézmy X
L /AP N
3972, |z><%;,><yr Dl G =1 (4.24)
Czyli 1
~=Q" 4.25
o~ ¢ (4.25)
Wyliczmy 1
[/Lf (5’)] =2 " [A,B”] (4.26)
n=1



(czlon z n = 0 znika). Jezeli
HA, B] ,B} ~0 (4.27)

np. [fl, B] jest liczba, to

[A, B”] =n [A, B] Bt dla n> 1. (4.28)

Wtedy
~ oA 1 .
(4, 7(8)] = [4.5] <f<1> OB 1)'f<n>Bn_1‘ )
- [A, B] a. (4.29)
dB
Pokazemy teraz, ze jesli
[A,B] —0 (4.30)
to operatory te maja wspdélny uktad stanéw wiasnych.
Ala;) = aila;)y, Blb) =b; |b;) . (4.31)
Czyli
|bi) = Z |an) 0. (4.32)
Rozwazmy

AB |bi) = b; A Jan) ani = b |an) anovm; = b; [¥)

BA|b)) = BY  |an) anoun; = B) . (4.33)
Poniewaz AB = BA R
Bly) = b; |[¥) (4.34)
czyli
) = clbs) = an = coni- (4.35)
Zatem
|b:) = cla) - (4.36)

7, warunku unormowania ¢ = 1. Warto$ci wlasne komutujacych operatoréw stuza do
kompletnego numerowania stanéw.
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