
4 Operatory

4.1 Podstawowe w÷asnósci i de�nicje

Operatory a obserwable.
Operatorem na przetrzeni wektorowej V nazywamy odwzorowanie ketu j i w ket j'i:

Q̂ j i = j'i : (4.1)

Podobnie jak funkcje, operatory okréslone s ¾a w pewnej dziedzinie. Dwa operatory s ¾a
równe, gdy

Q̂1 j i = Q̂2 j i
dla wszystkich j i nale·z ¾acych do ich dziedzin. W mechanice kwantowej ograniczamy si¾e
do pewnej klasy operatorów, mianowicie do operatorów liniowych:

Q̂ (c1 j 1i+ c2 j 2i) = c1Q̂ j 1i+ c2Q̂ j 2i ;

gdzie c1;2 s ¾a dowolnymi sta÷ymi. Podobnie suma operatorów�
Q̂1 + Q̂2

�
j i = Q̂1 j i+ Q̂2 j i :

Operator mo·zemy pomno·zýc przez liczb¾e�
cQ̂
�
j i = c

�
Q̂ j i

�
:

Operatory mo·zemy mno·zýc �
Q̂1Q̂2

�
j i = Q̂1

�
Q̂2 j i

�
;

musimy jedank pami¾etác, aby ket j'i = Q̂2 j i nale·za÷do dziedziny operatora Q̂1. Na
ogó÷mno·zenie operatorów nie jest przemienne:

ÂB̂ 6= B̂Â:

Zde�niujmy komutator h
Â; B̂

i
= ÂB̂ � B̂Â:

Warto wymieníc kilka u·zytecznych w÷asnósci komutatorów:h
Â; B̂

i
= �

h
B̂; Â

i
; antysymetria,

[Â; B̂ + Ĉ] = [Â; B̂] + [Â; Ĉ]; liniowóśc,

[Â; B̂Ĉ] =
h
Â; B̂

i
Ĉ + B̂[Â; Ĉ]; �÷¾acznóśc�.

Na koniec podajmy bardzo t·zsamo śc, tzw. to _zsamo śc Jaobiego:hh
Â; B̂

i
; Ĉ
i
+
hh
B̂; Ĉ

i
; Â
i
+
hh
Ĉ; Â

i
; B̂
i
= 0: (4.2)
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4.2 Przedstawienie macierzowe, operatory hermitowskie

×atwo przekonác si¾e, ·ze z wektorów bazowych w przestrzeni wektorowej V mo·zna zbu-
dowác operator jednostkowy

Î =
X
i

jii hij : (4.3)

Rzeczywíscie

Î j i =
X
i

jii hij
X
j

aj jji =
X
i;j

aj jii hij ji
=�ij

=
X
j

aj jji :

Podobnie dla przypadku ci ¾ag÷ego mamy

Î =

Z
dx jxi hxj : (4.4)

W mechanice kwantowej szczególn ¾a rol¾e odgrywa operator energii zwany hamiltoni-
anem

Ĥ =
X
i

Ei jEii hEij : (4.5)

Policzmy wielkóśc
h j Ĥ j i =

X
i

Ei jh j Eiij2 : (4.6)

Poniewa·z hEij  i = ai jest amplitud ¾a prawdopodobieństwa otrzymania w wyniku pomiaru
energii uk÷adu w stanie j i wartósci Ei

h j Ĥ j i =
X
i

Eipi = hEi : (4.7)

Ten wynik ÷atwo uogólníc na dowolny operator Q̂ odpowiadajacy jakiej́s obserwabli,
którego spektrum oznaczymy przez fqig : Wówczas stany, dla których z prawdopobieńst-
wem 1 otrzymamy w wyniku pomiaru wartóśc qi, oznaczamy jako jqii i operator ma
postác

Q̂ =
X
i

qi jqii hqij : (4.8)

Zauwa·zmy, ·ze
Q̂ jqki =

X
i

qi jqii hqij qki = qk jqki : (4.9)

Jest to równanie w÷asne, które pozwala znaléźc zarówno kety jqii jak i wartósci w÷asne qi.
Rozwa·zmy element macierzowy operatora Q̂, który ma rzeczywiste wartósci w÷asne

(wyniki pomiarów �zycznych s ¾a liczbami rzeczywistymi) mi¾edzy stanami

j i =
X
i

ai jqii ; j'i =
X
j

bj jqji (4.10)
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gdzie

h'j Q̂ j i =
X
ij

b�jai hqjj Q̂ jqii =
X
i

b�i ai qi;

h j Q̂ j'i =
X
ij

a�i bj hqij Q̂ jqji =
X
i

bia
�
i qi: (4.11)

Z równania (4.11) wynika
h'j Q̂ j i� = h j Q̂ j'i : (4.12)

Operator o takiej w÷asnósci nazywamy operatorem hermitowskim. Zde�niujmy sprz¾e·zenie
hermitowskie dowolnego operatora R̂:

h'j R̂y j i� = h j R̂ j'i : (4.13)

Z tego widác, ·ze opertory hermitowskie s ¾a samosprz¾e·zone.
Poka·zemy teraz w drug ¾a stron¾e, ·ze operatory hermitowskie posiadaj ¾a rzeczywiste

wartósci w÷asne i wektory w÷asne, które tworz ¾a ortogonaln ¾a baz¾e. Obliczmy

hqkj Q̂ jqii = qi hqk jqii oraz hqij Q̂ jqki = qk hqi jqki : (4.14)

Ze wzoru (2.38) mamy
hqi jqki = hqk jqii�

a z hermitowskósci (4.12)

hqkj Q̂ jqii � hqij Q̂ jqki� = 0 = (qi � q�k) hqk jqii : (4.15)

Je·zeli i = k to musi býc qi = q�i �wartósci w÷asne s ¾a rzeczywiste. Je·zeli i 6= k to
hqk jqii = 0.
Równanie (4.1)

j'i = R̂ j i =
X
j

aj R̂ jji

dla dowolnego operatora R̂ w dowolnej bazie jji pomnó·zmy z lewej strony przez bra hjj

hi j'i =
X
j

aj hij R̂ jji =
X
j

Rijaj: (4.16)

Równanie to de�niuje elemnty macierzowe operatora R̂

hij R̂ jji = Rij: (4.17)

Wówczas, je·zeli
j'i =

X
j

bj jji
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to
bi =

X
j

Rijaj: (4.18)

Zatem operatorom odpowiadaj ¾a macierze (skończenie lub nieskończenie wymiarowe). ×atwo
wykazác, ·ze

Q̂R̂ =) QijRjk:

Pami¾etajmy �
Q̂R̂

�y
= R̂yQ̂y: (4.19)

Podobnie dla transpozycji i odwrotnósci.
W zale·znósci od wyboru bazy jii mówimy o operatorze Q w reprezentacji jii. Do na-

jcz¾ésciej u·zywanych reprezentacji nale·z ¾a: reprezentacja energetyczna, po÷o·zeniowa lub
p¾edowa. Zauwa·zmy, ·ze w reprezentacji po÷o·zeniowej �macierz� operatora ma ci ¾ag÷e
wzkázniki

Q̂ =) hxj Q̂ jx0i : (4.20)

Funkcja od operatora. Mamy dan ¾a funkcj¾e liczbow ¾a f(x). Wówczas

f(Q̂) =
X
i

f(qi) jii hij : (4.21)

Je·zeli znamy rozwini¾ecie w szereg Taylora funkcji f(x)

f(x) =
X
n

1

n!
f (n)xn;

f(Q̂) =
X
n

1

n!
f (n)Q̂n: (4.22)

Ostatnie wyra·zenie ma sens, bo operatory umiemy mno·zýc. Mo·zna pokaźc, ·ze z (4.22)
wynika (4.21).
Szczególn ¾a funkcj ¾a jest 1=x:

1

Q̂
=
X
i

1

qi
jii hij : (4.23)

Pomnó·zmy
1

Q̂
Q̂ =

X
i;j

qj
qi
jii hij ji| {z }

�ij

hjj =
X
i

jii hij = Î : (4.24)

Czyli
1

Q̂
= Q̂�1: (4.25)

Wyliczmy h
Â; f(B̂)

i
=
X
n=1

1

n!
f (n)

h
Â; B̂n

i
(4.26)
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(cz÷on z n = 0 znika). Je·zeli hh
Â; B̂

i
; B̂
i
= 0 (4.27)

np.
h
Â; B̂

i
jest liczb ¾a, toh

Â; B̂n
i
= n

h
Â; B̂

i
B̂n�1 dla n > 1: (4.28)

Wynika to ze wzoruh
Â; B̂n

i
=
h
Â; B̂B̂n�1

i
= B̂

h
Â; B̂n�1

i
+
h
Â; B̂

i
B̂n�1

Wtedy h
Â; f(B̂)

i
=
h
Â; B̂

i�
f (1) + f (2)B̂ + : : :+

1

(n� 1)!f
(n)B̂n�1 : : :

�
=
h
Â; B̂

i df
dB̂

: (4.29)

Poka·zemy teraz, ·ze jésli h
Â; B̂

i
= 0 (4.30)

to operatory te maj ¾a wspólny uk÷ad stanów w÷asnych.

Â jaii = ai jaii ; B̂ jbii = bi jbii : (4.31)

Czyli
jbii =

X
n

jani�ni: (4.32)

Rozwa·zmy

ÂB̂ jbii = bi Â
X
n

jani�ni = bi
X
n

jani an�ni = bi j i

B̂Â jbii = B̂
X
n

jani an�ni = B̂ j i : (4.33)

Poniewa·z ÂB̂ = B̂Â
B̂ j i = bi j i (4.34)

czyli
j i = c jbii =) �ni = c�ni: (4.35)

Zatem
jbii = c jani : (4.36)

Z warunku unormowania c = 1. Wartósci w÷asne komutuj ¾acych operatorów s÷u·z ¾a do
kompletnego numerowania stanów.
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