3 Ewolucja ukladu w czasie, trajektorie kwantowe

Pytanie: jak ewoluuje funkcja falowa stanu kwantowego [¢))? W tym rozdziale zajmiemy
sie ruchem czastki w jednym wymiarze.

3.1 Trajektorie klasyczne

Klasyczne réownania trajektorii czastki opisanej funkcja Lagrange’a

L= %mjﬂ —V(x) (3.1)

wyprowadza sie z zasady najmniejszego dziatania. Dziatanie zdefiniowane jest jako

to

Sla] = / L, ,¢) dt. (3.2)

t1

Klasycznag trajektorie Z(t) otrzymuje sie z zadania, aby dla S byto minimalne. Rozwazmy
inng trajektorie
z(t) =7(t) +y(t), y(t) =y(tz) =0, (3.3)
przy czym
T(t1) = x1, T(tz) = xo.

Wyliczmy dzialanie dla trajektorii (3.3) z doktadnoscia do wyrazow liniowych w y:
t2
ST+yl= /L(i+y,f+y,t)dt

t1
to

. oL oL
:/{L(f,f,t)—l—g]%—i-y%} dt
t1
frodoL oL
:S[f]+/[—%%+%:| ydt.

t1

Zarzadamy teraz aby czton liniowy w y zerowal sie:
S=ST+y -5 =0 (3.4)
dla dowolnego y. Stad otrzymujemy klasyczne réwnania ruchu

doL oL

aor or Y
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ktorych rozwiazaniem jest klasyczna trajektoria Z(t). Odpowiadajace jej dziatanie nazy-
wamy dziataniem klasycznym:
Sqg=275 [f]

Trajektorie r6zne od Z(t) charakteryzuja sie na ogot dziataniem znacznie wickszym
od S, za wyjatkiem trajektorii bardzo bliskich Z(t), dla ktérych na mocy warunku (3.4)
dziatanie jest praktycznie rowne S.

3.2 Ewolucja jako sumowanie po trajektoriach

W mechanice klasycznej stwierdzenie, ze czastka w chwili ¢, znajduje sie w punkcie z,
jest jak najbardziej uprawnione, w mechanice kwantowej mozemy mowic¢ tylko o praw-
dopodobienstwie znalezienia czastki w punkcie x,. W mechanice klasycznej w chwili ¢,
czastka znajdzie sie w punkcie x, = Z(¢;). Postawmy pytanie: jak w mechanice kwantowej
wyglada prawdopodobieristwo znalezienia czastki w punkcie x, w chwili ¢, jesli znamy
amplitude prawdopodobienstwa w chwili ¢,7 OdpowiedZ na to pytanie podat R.P. Feyn-
man, ktory zapostulowal, ze szukana amplituda prawdopodobienstwa 1 (xy, t,) dana jest
wzorem

w(xb,tb)—/dxa Z eés[xa%x”]w(xa,ta). (3.5)

trajektorie
od z, do xyp

gdzie ¥(x,t) = (x| ¥(1)).

Przeanalizujmy wzor (3.5). Najpierw ustalamy punkt z, i konstruujemy wszystkie
trajektorie prowadzace od x, — x,. Dla kazdej takiej trajektorii wyliczamy dziatanie
Slx, — xp). Nastepnie wykonujemy sume czynnikow fazowych dla wszystkich trajektorii
i mnozymy wynik przez ¢ (z,,t,). Cala te procedure powtarzamy dla wszystkich x,.
Interpretujac te procedure w jezyku fizyki klasycznej, mozemy powiedzie¢, ze czastka
dochodzi do z;, po wszystkich mozliwych trajektoriach. 7 kolei najwiekszy przyczynek
pochodzi od trajektorii klasycznej i bliskich jej trajektorii, poniewaz dla nich dziatanie jest
prawie stale. Dla pozostatych trajektorii dzialnie zmienia sie i czynniki fazowe exp (i/h .S)
beda si¢ w praktyce znosi¢. Wielkos¢

K(wy,ty ta,te) = Y enslramml (3.6)

trajektorie
od z, do xy

nazywamy propagatorem.

3.3 Interferencja fal materii

Przeanalizujmy teraz prosty przyktad jednowymiarowy, ktéory pozwoli nam zrozumieé
istote eksperymentu z interferencja fal materii. Rozwazmy propagacje od t, — t, i dalej
ty — te. Zgodnie z (3.5) i (3.6)

W(xe,te) :/dwa(c,b)¢(xb,tb):/dbe(c,b)/dxaK(b,a)@/J(ma,ta). (3.7)
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Jest to bardzo wazny wzor okreslajacy prawo sktadania propagatorow:
K(c,a) = / dzy K (c,b) K (b, a). (3.8)

Zatozmy teraz, ze w chwili ¢, ,oéwietlamy” nagle os x za wyjatkiem 2 malych obszarow
wokot €1 —&. Jesli zobaczymy czastke to przypadek taki odrzucamy. Nastepnie w chwili
t. obserwujemy rozktad czastek na osi . Przy tak zrealizowanym eksperymencie mamy
pewnosé, ze czastka przeszla przez ktoras ze ,szczelin” w +£. Wzor (3.7) przyjmuje
wowczas postac

—¢+e

U(xe, te) = dxyK (c,b) | dxo K (b, a)(za,t,)
[ e
E+e

+ / day K (¢, b) / Ao K (b, a)) (2, ta).

E—¢

A zatem funkcja falowa w chwili ¢, ma dwie sktadowe: jedna odpowiadajaca przejsciu
przez szczeline —¢ 1 druga odpowiadajaca przejsciu przez szczeline &:

Q/J(SCca tc) = 1/}75(1’& tc) + ¢£<xm tc)-

Jest to odpowiednik znanego nam juz wzoru na dodawanie amplitud. Obliczajac |1 (z., t.)|?
otrzymujemy 4 cztony

(et = [-g(e, te) | + [ (e, to)
+ w*_g (.Tc, tc)wé (*1'0: tc) + ¢Z (.Z'C, tc>¢f§ (*1'07 tc)-

Dwa ostatnie cztony odpowiedzialne sa za interferencje.

Warto w tym miejscu zrobi¢ dwie uwagi. Po pierwsze przez caly czas rozpatrywalismy
propagacje jednej czastki. Interferncja jest tu wynikiem faktu nieistnienia toru czastki w
mechanice kwantowej i koniecznosci uwzglednienia wszytkich trajektorii miedzy punktem
poczatkowym a konicowym. Po drugie, jesli w jaki§ sposob stwierdziliby$my, ze czastka w
chwili ¢, przeszta np. przez szczeline &, to wowczas nie mielibyémy catkowania wokot —¢
i tym samym nie bytoby interferencji.

Na koniec podamy jakosciowy argument za tym, ze interferencja zachodzi tylko dla
bardzo waskich szczelin, tj. dla matych . Jezeli ¢ jest ,duze”, to przez sczeline prze-
chodzi wigzka trajektorii bliskich klasycznej, dla ktérych dzialanie jest prawie stale i w
zwigzku z tym mozemy zaniedbaé przyczynki od trajektorii dalekich od trajektorii kla-
sycznej. Wowcezas uzyskany obraz nie bedzie réznit sie od klasycznego i falowa natura
czastek sie nie ujawni. Z kolei waska szczelina odfiltruje” wiekszo$é trajekorii bliskich
trajektorii klasycznej i w zwigzku z tym powstaly za niag obraz bedzie w pelni kwantowy,
tzn. wszystkie trajektorie dadza jednakowy przyczynek i powstanie obraz interferencyjny.
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3.4 Roéwnanie Schrodingera

Aby poprawnie matematycznie zapisa¢ sume wystepujaca w definicji propagatora K

K(w,ty Ta,te) = Y ensleamml, (3.9)

trajektorie
od z, do xp

podzielmy odcinek czasowy T = t;, — t, na N odcinkéow o dtugosci € kazdy:
tozta, tl :t0+5a~--7tN—l :t0+(N—1)€, tN:tb:t0+N€.

Woéwcezas

e—0
Ne=const

Y 7 i i
K(be, tb7 La, ta) = lim <Z> / dxl to / de—leﬁS[xa_)xb]a (310)

gdzie A jest czynnikiem normalizacyjnym. Warto teraz rozpisac¢ catke definiujaca dziatanie

Sla] = /L(m’,x,t) it

N
Z <$k—$k 1 Tk + Tp— 1)8
’ 2

Oznaczajac

I (!Ek - iEk—17 T+ 901<;-1> .
€ 2

mozna przepisa¢ propagtor (3.6) jako

K(xy, ty; xo,ty) = lim / / ehL“dzp L“dmg...

e—0
Ne=const_*
et N*Q’NfldINquﬁ N=LN, (3.11)

Powstaje pytanie, czy wyrazenie (3.11) ma sens z matematycznego punktu widzenia
i ile wynosi czynnik normalizacyjny A. Scisle rzecz biorac calki po dzj daje sie dobrze
okresli¢ tylko w przestrzen: euklidesowey, tzn. dla urojonego czasu t — i7. Nie wchodzac
w szczegOly, pokazemy teraz, jak w podejéciu sum po trajektoriach mozna otrzymac
rownanie Schrodingera.

Rozpatrzmy ewolucje funkcji falowej o jeden ,krok” czasowy e

1 i€
K(z,t+&y,t) = lim—er o,
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Rysunek 1: Trajektorie w zdyskretyzowanym czasie

gdzie
oo me—y) Lt vty
017 9 g2 2

Zgodnie z (3.5) funkcja falowa w chwili koricowej przyjmuje postaé

W, t+e) /d_j {22h@}exp{%‘/(3€;y)}¢(y,t). (3.12)

Rozwiniemy lews i prawa strone (3.12) z dokladnoscia do wyrazéow rzedu e. Rozwi-
niecie lewej strony nie przedstawia problemu

-V

O

U(x,t+¢e) =(x,t) + 65(% t). (3.13)

Aby rozwinaé¢ prawa strone wprowadzmy nowa zmienng y = x — 1 i zmierfimy zmienne

catkowania
/ o {- g bow {Zvia - Dot - n.0. (3.14)

Pierwszy czynnik w calce (3.14) przypomina czynnik gaussowski o szerokosci proporcjo-
nalnej do y/e. Zatem pozostalte czynniki mozemy rozwinaé¢ w szereg potegowy w 7, gdyz
przyczynki od duzych n beda ttumione przez czynnik ,gaussowski’. Aby te procedure
lepiej zrozumieé, przyjrzyjmy sie blizej czynnikowi ,,gaussowskiemu”. Do caltki po dn nie-
zerowy przyczynek, jak to jest wyjasnione na rysunku 2 pochodzi od n ~ 0.
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cos(xz) Sin(xz)

3 i 1
NW// {fl ‘h”e/// 5 ”|
il I I
| “ W" | Il
(tnR i DRl

Rysunek 2: Przy catkowaniu gtadkiej funkcji f(x) z oscylujacymi funkcjami cos(az?) oraz
sin(az?), gdzie a ~ 1/ — o0, niezerowy przyczynek pochodzi tylko od z ~ 0 z calki z
cos(az?). Dlatego funkcje f(z) mozna rozwinaé¢ wokol zera.

Poniewaz cato$é¢ chcemy rozwinaé¢ z doktadnoscig do e, w szeregu w 7 bedziemy po-
trzebowa¢ wyrazy liniowe 1 kwadratowe. Z kolei V' jest juz mnozone przez e, wystarczy
wiec przyja¢ V(z —n/2) = V(x). Ostatecznie otrzymujemy:

r d 2 o 2 52
Too {3 [1- 5v@)] [pe0 - gt + F 5w

Poniewaz catka gaussowska z 7 znika, dostajemy tylko trzy cztony

st [ B {27}
5 r dn m n?
tgY @) / Teo gt

8210 m 2

Pierwszy czlon jest rzedu €° i powinien odtworzyé Y(z,t) z rownania (3.13). Warunek
ten pozwala nam na wyliczenie stalej A:

27he
i )
m

A=

19



Stad druga catka w (3.15) jest rowna 1, a trzecia

7@ex mt) ke
AP Y o (T T

Widzimy, ze rzeczywiscie cztony kwadratowe w 7 po wycatkowaniu daja cztony liniowe w
e. Porownujac (3.13) i (3.15) otrzymujemy

0 ' h 0?
W(x,t) + Ea—f(z,t) =Y(x,t) + ¢ {—%V(SB) + z%%} (x,t).

Wyrazy rzedu € po pomnozeniu przez th daja zalezne od czasu rownanie Schrédingera:

iha—d)(a:, t) = {—h—;a—; + V(a:)} P(x,t). (3.16)

3.5 Operator energii

Roéwnanie Schrodingera opisuje ewolucje funkcji falowej w czasie. Wyrazenie po prawej
stronie ma sens operatora energii (hamiltonianu)

H=———=+V(2). (3.17)

Rzeczywiscie, jesli przyjac, ze operator pedu ma postaé¢ (znak, konwencja)

p= —z’ha% (3.18)

to
~0

ﬁ:§;+w@. (3.19)

W tym przedstawieniu operatorowi potozenia odpowiada = = .

3.6 Uogoblnienie na przypadek tréjwymiarowy

Jest dosé oczywiste, jak uogoélni¢ rownanie Schréodingera do 3 wymiarow:

5 ) d/0x
p= iy = =iV =~ | 0/dy (3-20)
z GYGE

oraz

omoz:  2m

ox?2  Oy? 022 (3:21)

2m

2 92 mw__w<y o2 W)
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3.7 Separacja zmiennych

Zalezne od czasu rownanie Schrodingera

i %(F’ t) = {—;—mVQ + V(F)} (7, t) (3.22)

daje sie dla potencjatéw niezaleznych od czasu rozseparowaé na dwa réwnania. Rzeczy-
widcle, przyjmujac, ze:

(7 1) = At)u(?) (3.23)
otrzymujem
S 'nL@(t)—L{—h—zvuvr)} () (3.24)
am e T u@® | 2m ) ‘

Poniewaz prawa strona tego réwnania jest tylko funkcja czasu, a lewa funkcja tylko po-
tozenia, wiec rownosé moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy sa one obie réwne stalej, ktora
nazwiemy FE. Wowczas (3.24) rozseparowuje sie na dwa rownania

L 0A
Zha(t) = E A(t),

(v v fu) = Bu), (3.25)

Drugie z tych réwnan nosi nazwe niezaleznego od czasu rownania Schrodingera. Jego
rozwigzania zaleza od formy potencjalu i w gruncie rzeczy niniejszy wyklad w duzej
mierze poswiecony bedzie wtlasnie zagadnieniu poszukiwania rowiagzan roéwnania (3.25).
Pierwsze réwnanie daje si¢ tatwo rozwiazac

Alt) =e"n. (3.26)

Stata I/ ma wymiar energii i, jak si¢ wkrotce okaze, ma sens catkowitej energii uktadu
fizycznego.
Pelne rozwigzanie rownania Schrédingera przyjmuje zatem postaé

Et

gdzie N jest stalg normalizacyjna. Funkcja up jest rozwigzaniem niezaleznego od czasu
réownania Schrodingera o energii £ . Wygodnie wprowadzi¢ jest czestosé kotowa w = E/h

3.8 Fala ptaska

Rozwazmy na poczatek najprostszy przypadek, mianowicie ruch czastki swobodnej V' = 0.
Woéwezas .
- h2 k} 2
up(F) = e*7 gdzie E =

(3.28)

2m
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Dzialajac na ug operatorem pedu (3.18) uogoélnionym na przypadek trojwymarowy: p =
—ihV
—ihVug(F) = Fhk. (3.29)
Poniewaz modut z hk odpowiada klasycznemu pedowi v2mFE czastki swobodnej, mamy
nastepujace zwigzki B
]5'2 h2 k 2

- P
k== E=—= ) .
h & 2m 2m (3.30)

Niestety (3.28) nie daje sie znormalizowa¢ poniewaz u*u = 11 catka po dV jest rozbiezna.
Faktycznie fala plaska jest pewng idealizacja. Drgania funkcji u zachodza réwnoczesnie
w calej przestrzeni z ta sama amplituda, w tej sytuacji trudno mowi¢ o zlokalizowanym
obiekcie, ktory fala ptaska mogtaby opisywac.

Dwa mozliwe znaki przy wektorze falowym k odpowiadaja r6znym kierunkom rozcho-
dzenia sie fali plaskiej. Rozwazmy wektor k = 0,0, k] skierowany wzgtuz ozi z (k > 0).
Jesli popatrze¢ na pelne, zalezne od czasu rozwiazanie (3.27)

Yu(Ft) = e (W) (3.31)
to wida¢, ze rownanie stalej fazy implikuje, ze dla rozwiazania z gornym znakiem (+ w
rownaniu (3.28)) z rosnie wraz ze wzrostem t (ruch w prawo), natomiast dla rozwiazania

ze znakiem dolnym (— w réwnaniu (3.28)) z maleje wraz ze wzrostem ¢ (ruch w lewo).
Stad konwencja znaku operatora pedu: dla dodatniego k = p/h ruch jest w prawo.

3.9 Niezalezna od przedstawienia posta¢ RS

Roéwnanie Schrodingera w notacji Diraca ma postac

0 N
ihe ) = H [1). (3.32)
ot
Czasami bedziemy tez potrzebowaé¢ rownanie sprzezone

0

—zhat (V|

= (| H (3.33)

gdzie skorzystalismy z faktu, ze H jest hermitowski.
Stany wtasne energii ewoluuja w czasie w bardzo prosty sposob:

0 . .
zhg |En,t) = H|E,, t) = By |En,t) = |En,t) = e BB, 0). (3.34)

Stad mozemy wyliczy¢ ewolucja czasowa dowolnego stanu

0, 1) Zan )| B, t) . (3.35)
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Podstawiajac do rownania Schrédingera

i 10) = Y (10|50 + (it Bt = S anl0) 1)

n

Dwa ostatnie wyrazy sie kasuja i mamy

an(t) = 0. (3.36)
Zatem A
0, t) =Y an|En,t) =Y ane M E,0), (3.37)

gdzie a,, nie zalezg od czasu.

3.10 Dodatek: catka Hopfa
Obliczmy catke

I= / dze®® | gdzie a > 0. (3.38)
Dobieramy kontur
Cr={—R, R} + C) + {RVi,—RVi} + C}, (3.39)
gdzie '
\/Z _ em/4.
Wtedy
Ic, =0. (3.40)
Na konturze Cg)
z=Re¥ = iaz? =iaR*(cos(2¢) + isin(2¢p)), ¢ = [0,7/8]. (3.41)
Zatem
w/4
I}(gl) — /dZeiaZQ _ R/dgoe_aRQ sim(?go)eiaR2 cos(2<p)' (342)
cw 0

Poniewaz na calej drodze catkowania sin(2¢) > 0 (za wyjatkiem ¢ ~ 0 ) calka ta znika w
granicy R — 0. Dla ¢ ~ 0 mamy

5 2a0 R?
> 1 1 2
0 0
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Przy 6 — 0 wyrazenie to dazy do 0 dla dowolnego R. Podobnie mozna pokazaé, ze znika
catka po C’g).
Pozostaje nam zatem obliczy¢ catke po {ico, —ioco}. Tuta]

Stad w granicy R — oo

- _ax? iﬂ'
I fioorfiso} = \/E/dxe = —/—. (3.44)

a

Ostatni minus bierze sie z konwencji dotyczacej kierunku catkowania. Ostatecznie mamy
wiec
o0
, T
I = / dze® = | — (3.45)
—ia
—00

zupetnie tak, jak gdybysmy ,na $lepo” wykonali catke gaussowska.
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