FEgzamin pisemny

1. Czastka o masie m porusza sie w nieskonczonej studni potencjatu, w $rodku ktorej
znajduje sie¢ dodatkowy potencjat typu delta Diraca:

oo dla T < —a
0 dla —a<x<0 obszar [
V(z)=4¢ Vod(z) dla x=0 ,
0 dla O<z<a obszar I]
oo dla a<zx

gdzie a, Vy > 0. Znalez¢ warunki kwantyzacji dla pozioméw energetycznych.
WSKAZOWKA: Skorzysta¢ z faktu, ze potencjal jest symetryczny: V(z) = V(—x).
Rozwiazanie:

Dla potencjalow z deltag mamy warunek skoku pochodnej

_ 2mVj

P7(0) = 7(0) = 71/)(0)-

F. falowe spelaniajace warunki brzegowe w r = +a:
Vi(x) = Asin(k(a+ 1)), ¢y (2) = £Asin(k(a — x)),

gdzie k = \/2mE/h*. Znak + dla funkcji symetrycznej, znak — dla antysym-
etrycznej. Dla funkcji symetrycznej skok pochodnej daje:

mVpa
hQ

2mVy

—2Ak cos(ka) = —5—Asin(ka) — —kacot(ka) =

h2

Rozwiazanie graficzne.

Dla funkcji antysymetrycznej: powinna znika¢ w zerze:
sin(ka) =0 — ka = nm.
Warunek skoku pochodnej jest spelmiony automatycznie.

2. Zadanie nr 1 rozwigza¢ w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen przyjmujac jako
zaburzenie czeS$¢ potencjatu proporcjonalng do d(x). Otrzymany wynik poréwnaé z
rozwigzaniem zadania 1.

Rozwiazanie

Funkcja falowa, ktéra spemia znika w x = —a

Y(x) = Asin(k(a + z)).



Warunek kwantyzacji

d(a) =0 —sin2ka=0 — k, = -~
2a
Energia
2 2
po _ e P,
" 2m " 8ma?
Normalizacja
a 2kna

1
A2/sin2 (kn(a+2)) do = AQk— / sinfydy = ...
T "
gdzie podstawilismy y = k,x. Dalej

1T 2 1
.:AQ—/Smdey:AQ—an/sin2ydy:A2a — A?=—.
ky, nmw a?

0 0

Pierwsza poprawka

Vo/a dla n=1,3,5,...

0 dla n=24,6,...

Czyli dla funkcji antysymetrycznych poprawka jest zero i rozwiazanie zerowe jest
doktadne. Dla funkcji symetrycznych jest poprawka niezerowa, ktéra mozna wyliczyc

z réwnaina kwantyzacji

—kacot(ka) = mh_ig)a

zauwazajac, ze

om(EY + EY) omEY BV EM N\ nn
k:a—a\/ h2 =a T 1+W—akn 1+§T(LO) —7+5,

gdzie

uwazamy za maly parametr (podobnie jak V). Poniewaz
nm nm nm a*m
—ka cot(k :—(— 5) t(— 5>:_5:_ )
a cot(ka) 5 +0d)co 5 + 5 2 b

mamy ostatecznie

ampay _mhoa oy _ Vo
R " ? "a

jak poprzednio.



3. Roéwnanie radialne dla tréjwymiarowego oscylatora harmonicznego przyjmuje postac

{_%% (ﬁ%) -2 e v+ Dy =0

gdzie

1
V(r)= §mw2r2.

Zmalez¢ poziomy energetyczne tego oscylatora. Poda¢ degeneracje pierwszych trzech
pozioméw i poréwnac ze wzorem na energie sumy trzech niezaleznych oscylatoréw
o tej samej czestosci w.

WSKAZOWKA: Wprowadzi¢ nowa zmienna,

p=A\—Tr.
mw

Pokazat, ze dla duzych r mamy u = f (P)e_p2/ 2 a potem rozwigza¢ réwnanie na
f(p) metoda szeregéw.
Rozwigzanie

W nowych zmiennych

2 2d 5, I(l+1) 2F
- — =0,e=—.
02 pdp +p°+ 7 el u(p) S E=
Asymptotyka: .
u(p) = f(p)e "2,
Stad:
u'=(f = pf)e " u" = <f" —2pf' = f+ p2f> P12,
Réwnanie . a1
" +
—f +2<p——> fr+ ( ( 5 ) —e+3>f:0,
p p
b 2 I(l+1)
7 +
= ——=—f=2pf"+(B-2)f
p p
Szereg
f — Zanpn-‘roc — Z an+2pn+o¢+2’
n=0 n=-—2
f/ _ Zan(n_'_a)pwrafl _ Z an+2(n+2—|—a)p”+a+1,
n=0 n=—2
7= Dt a)n+a+ 1) = Y aunn+a+2)(n+a+ 1)t

n=0 n=-—2



Podstawiajac

Zan+2[(n+a+2)(n+a+1)—|—2(n+a—|—2)_l([+1)]pn+a

n=—2

= Zan 2(n+ ) +3 —¢] pte.
n=0

Warunki "poczatkowe":

n = -2 — ala+1)=1(l+1)=0,
= -1 - 14+a)(a+2)—-1(l+1)=0,

daja rozwiagznia

parzyste : o =1,
nieparzyste : a=1—1.
Warunek urwania:
e=3+2(n+a)

daje energie
3
En,l = hw(n+l+§> dlan:2N,
3
E, = hw(n+l—1—|—§) dlan =2N +1.

W sumie

ENJZFL(U (2N—|—l+g)

Stan podstawowy: N = 0, | = 0, brak degeneracji.

Pierwszy stan wzbudzony: N = 0, [ = 1, trzyktortna degeneracja ze wzgledu na
m = —1,0,1. W przypadku kartezjanskim: |1,0,0),]0,1,0),|0,0,1).

Drugi stan wzbudzony: N = 1,1 = 0 (brak degeneracji), lub N = 0,1 = 2,
(pieciokrotna degeneracja 2(+1), w sumie szeSciokrotna. To sie zgadza z oscylatorem
"kartezjanskim": |1,1,0),(1,0,1),]0,1,1),/2,0,0),10,2,0),10,0,2).

. Czastka o masie m porusza sie w potencjale harmonicznym:

1
V(z) = §mw2m2.

Oszacowac te energie korzystajac z zasady wariacyjnej, przyjmujac jako funkcje
probng

Uo(z) = Au(a®—2%) dla —a<z<a,
Y () = 0 dla z<—-a oraz a<uw



gdzie a > 0. Jak dokladne jest to oszacowanie?

Rozwiazanie
Rozwiazanie dokladne daje
1
EO = éhw
Unormowanie funkcji prébnej
) ) 16 15 1
Ai/dz (a? —2%)% = Ai/dm(o/1 —2a%2? + ') = EoﬁAi — A2 = 6o
Druga pochodna funkcji prébnej:
d? o, 9
@w = Aaw(a — X ) = —2Aa

Srednia z energii kinetycznej:

y n R W24, 510
Ein: d — —_— :AZ_ d 2 _ .2 :AQ__ 3:___.
k / xw( 5771 72 ) o z(a? — 2°) o = -
Srednia z energii potencjalnej:

«

1 1
Epot = §mW2Ai/d$(0¢4l’2 — 202" + 2%) = ﬁmwzozz.

—Q

Wyrazenie do zminimalizowania

aE@e?) 15K 1
do? oatdm 14
Ao B s 35 b
2 m2w? 2 mw’

Energia
5 /2 1 /35 )
Fo= <1\/£+ﬁ\/7> o=y

Zamiast 1/2 mamy /5/14 = 0.6, czyli doktadno$¢ 20%.



