
Egzamin pisemny

1. Cz ¾astka o masie m porusza si¾e w nieskończonej studni potencja÷u, w środku której
znajduje si¾e dodatkowy potencja÷typu delta Diraca:

V (x) =

8>>>><>>>>:
1 dla x < �a
0 dla �a < x < 0 obszar I

V0�(x) dla x = 0
0 dla 0 < x < a obszar II
1 dla a < x

;

gdzie a; V0 > 0. Znaléźc warunki kwantyzacji dla poziomów energetycznych.

WSKAZÓWKA: Skorzystác z faktu, ·ze potencja÷jest symetryczny: V (x) = V (�x):
Rozwi ¾azanie:

Dla potencja÷ow z delt ¾a mamy warunek skoku pochodnej

 0II(0)�  0I(0) =
2mV0

�h2
 (0):

F. falowe spe÷aniaj ¾ace warunki brzegowe w x = �a:

 I(x) = A sin(k(a+ x));  II(x) = �A sin(k(a� x));

gdzie k =
q
2mE=�h2. Znak + dla funkcji symetrycznej, znak � dla antysym-

etrycznej. Dla funkcji symetrycznej skok pochodnej daje:

�2Ak cos(ka) = 2mV0

�h2
A sin(ka) ! �ka cot(ka) = mV0a

�h2
:

Rozwi ¾azanie gra�czne.

Dla funkcji antysymetrycznej: powinna znikác w zerze:

sin(ka) = 0 ! ka = n�:

Warunek skoku pochodnej jest spe÷niony automatycznie.

2. Zadanie nr 1 rozwi ¾azác w pierwszym rz¾edzie rachunku zaburzeń przyjmuj ¾ac jako
zaburzenie cz¾éśc potencja÷u proporcjonaln ¾a do �(x). Otrzymany wynik porównác z
rozwi ¾azaniem zadania 1.

Rozwi ¾azanie

Funkcja falowa, która spe÷nia znika w x = �a

 (x) = A sin(k(a+ x)):



Warunek kwantyzacji

 (a) = 0 ! sin 2ka = 0 ! kn =
n�

2a
:

Energia

E(0)n =
�h2

2m
k2n =

�h2�2

8ma2
n2:

Normalizacja

A2
aZ
�a

sin2 (kn(a+ x)) dx = A2
1

kn

2knaZ
0

sin2 y dy = : : :

gdzie podstawilísmy y = knx. Dalej

: : : = A2
1

kn

n�Z
0

sin2 y dy = A2
2a

n�
n

�Z
0

sin2 y dy = A2a ! A2 =
1

a2
:

Pierwsza poprawka

E(1)n = V0 j (0)j2 =
V0
a
sin2

n�

2
=

8<:
V0=a dla n = 1; 3; 5; : : :

0 dla n = 2; 4; 6; : : :
:

Czyli dla funkcji antysymetrycznych poprawka jest zero i rozwi ¾azanie zerowe jest
dok÷adne. Dla funkcji symetrycznych jest poprawka niezerowa, któr ¾a mo·zna wyliczýc
z równaina kwantyzacji

�ka cot(ka) = mV0a

�h2

zauwa·zaj ¾ac, ·ze
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gdzie

� =
2ma2

n��h2
E(1)n

uwa·zamy za ma÷y parametr (podobnie jak V0). Poniewa·z

�ka cot(ka) = �
�n�
2
+ �
�
cot
�n�
2
+ �
�
=
n�

2
� =

a2m

�h2
E(1)n

mamy ostatecznie
a2m

�h2
E(1)n =

mV0a

�h2
! E(1)n =

V0
a

jak poprzednio.



3. Równanie radialne dla trójwymiarowego oscylatora harmonicznego przyjmuje postác�
� 1
r2

@

@r

�
r2
@

@r

�
� 2m
�h2
(E � V (r)) +

l(l + 1)

r2

�
u(r) = 0

gdzie

V (r) =
1

2
m!2r2:

Znaléźc poziomy energetyczne tego oscylatora. Podác degeneracj¾e pierwszych trzech
poziomów i porównác ze wzorem na energi¾e sumy trzech niezale·znych oscylatorów
o tej samej cz¾estósci !.

WSKAZÓWKA: Wprowadzíc now ¾a zmienn ¾a

� =

r
�h

m!
r:

Pokazác, ·ze dla du·zych r mamy u = f(�)e��
2=2, a potem rozwi ¾azác równanie na

f(�) metod ¾a szeregów.

Rozwi ¾azanie

W nowych zmiennych�
� d2

d�2
� 2
�

d

d�
+ �2 +

l(l + 1)

�2
� "

�
u(�) = 0; " =

2E

�h!
:

Asymptotyka:
u(�) = f(�)e��

2=2:

St ¾ad:
u0 = (f 0 � �f) e��

2=2; u00 =
�
f
00 � 2�f 0 � f + �2f

�
e��

2=2:

Równanie

�f 00
+ 2

�
�� 1

�

�
f 0 +

�
l(l + 1)

�2
� "+ 3

�
f = 0;

lub

f
00
+
2

�
f 0 � l(l + 1)

�2
f = 2�f 0 + (3� ")f:

Szereg

f =
X
n=0

an�
n+� =

X
n=�2

an+2�
n+�+2;

f 0 =
X
n=0

an(n+ �)�n+��1 =
X
n=�2

an+2(n+ 2 + �)�
n+�+1;

f
00
=

X
n=0

an(n+ �)(n+ �+ 1)�n+��2 =
X
n=�2

an+2(n+ �+ 2)(n+ �+ 1)�n+�:



Podstawiaj ¾acX
n=�2

an+2 [(n+ �+ 2)(n+ �+ 1) + 2(n+ �+ 2)� l(l + 1)] �n+�

=
X
n=0

an [2(n+ �) + 3� "] �n+�:

Warunki "pocz ¾atkowe":

n = �2 ! �(�+ 1)� l(l + 1) = 0;

n = �1 ! (1 + �)(�+ 2)� l(l + 1) = 0;

daj ¾a rozwi ¾aznia

parzyste : � = l;

nieparzyste : � = l � 1:

Warunek urwania:
" = 3 + 2(n+ �)

daje energie

En;l = �h!

�
n+ l +

3

2

�
dla n = 2N;

En;l = �h!

�
n+ l � 1 + 3

2

�
dla n = 2N + 1:

W sumie

EN;l = �h!

�
2N + l +

3

2

�
:

Stan podstawowy: N = 0; l = 0; brak degeneracji.

Pierwszy stan wzbudzony: N = 0; l = 1; trzyktortna degeneracja ze wzgl¾edu na
m = �1; 0; 1. W przypadku kartezjańskim: j1; 0; 0i ; j0; 1; 0i ; j0; 0; 1i.
Drugi stan wzbudzony: N = 1; l = 0 (brak degeneracji), lub N = 0; l = 2;
(pi¾eciokrotna degeneracja 2l+1), w sumie szésciokrotna. To si¾e zgadza z oscylatorem
"kartezjańskim": j1; 1; 0i ; j1; 0; 1i ; j0; 1; 1i ; j2; 0; 0i ; j0; 2; 0i ; j0; 0; 2i.

4. Cz ¾astka o masie m porusza si¾e w potencjale harmonicznym:

V (x) =
1

2
m!2x2:

Oszacowác t¾e energi¾e korzystaj ¾ac z zasady wariacyjnej, przyjmuj ¾ac jako funkcj¾e
próbn ¾a

 �(x) = A�
�
�2 � x2

�
dla � � � x � �;

 �(x) = 0 dla x < �� oraz � < x



gdzie � > 0. Jak dok÷adne jest to oszacowanie?

Rozwi ¾azanie

Rozwi ¾azanie dok÷adne daje

E0 =
1

2
�h!

Unormowanie funkcji próbnej

A2�

�Z
��

dx (�2 � x2)2 = A2�

�Z
��

dx(�4 � 2�2x2 + x4) =
16

15
�5A2� ! A2� =

15

16

1

�5

Druga pochodna funkcji próbnej:

d2

dx2
 = A�

d2

dx2
(�2 � x2) = �2A�:

Średnia z energii kinetycznej:

Ekin =

�Z
��

dx 

�
� �h

2

2m

d2

dx2
 

�
= A2�

�h2

m

�Z
��

dx (�2 � x2) = A2�
�h2

m

4

3
�3 =

5

4

1

�2
�h2

m
:

Średnia z energii potencjalnej:

Epot =
1

2
m!2A2�

�Z
��

dx(�4x2 � 2�2x4 + x6) =
1

14
m!2�2:

Wyra·zenie do zminimalizowania

E(�) =
5

4

1

�2
�h2

m
+
1

14
m!2�2:

Mo·zna minimalizowác ze wzgl¾edu na �2:

dE(�2)

d�2
= � 1

�4
5

4

�h2

m
+
1

14
m!2 = 0

�4 =
35

2

�h2

m2!2
! �2 =

r
35

2

�h

m!
:

Energia

E0 =

 
5

4

r
2

35
+
1

14

r
35

2

!
�h! =

r
5

14
�h!:

Zamiast 1=2 mamy
p
5=14 = 0:6, czyli dok÷adnóśc 20%.


