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1. Operatory momentu p¾edu zde�niowane s ¾a jako

L̂i = (r̂ � p̂)i gdzie i = 1; 2; 3 (lub alternatywnie x; y; z)

Wyliczýc komutator h
L̂i; L̂j

i
:

Operator Casimra zde�niowany jest jako suma kwadratów

L̂2 =

3X
i=1

L̂2i :

Obliczýc komutator h
L̂i; L̂

2
i
:

2. De�niujemy operatory
L̂� = L̂1 � iL̂2:

Wyliczýc komutatory:
[L̂+; L̂�]; [L̂�; L̂3]:

Wykazác, ·ze
L̂2 = L̂�L̂+ + L̂

2
3 + L̂3 = L̂+L̂� + L̂

2
3 � L̂3:

3. Sprawdzíc bezpósrednim rachunkiem, ·ze macierze

Ti =
�h

2
� i;

gdzie � i s ¾a macierzami Pauliego spe÷niaj ¾a regu÷y komutacji wyliczone dla operatorów
L̂i z poprzedniego zadania. Obliczýc operator Casimira

X
T̂ 2i .

4. Powtórzýc obliczenia z zad. 2 dla macierzy�
Ĵk

�
lm
= �i�h"klm;

gdzie "klm jest ca÷kowicie antysymetrycznym tensorem Levi-Civity. Prosz¾e zwrócíc
uwag¾e, ·ze indeks k w de�nicji Ĵk numeruje dan ¾a macierz 3�3, natomiast indeksy
lm numeruj ¾a wiersze i kolumny tej macierzy

5. Operatory L̂i maj ¾a szczególnie prost ¾a jawn ¾a postác w kartezjańskim uk÷adzie wspó÷rz¾ed-
nych. Znaléźc ich jawn ¾a postác w sferycznym uk÷adzie wspó÷rz¾ednych.



6. W oparciu o w÷asnóśc
L̂+ jl; li = 0

znaléźc funkcj¾e kulist ¾a Y ll (#; ') = h#; ' jl; li rozwi ¾azuj ¾ac powy·zsze równanie ró·zniczkowe
we wspó÷rz¾ednych sferycznych.


