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1. Sprawdzíc bezpósrednim rachunkiem czy operatory

p̂ = �i�h d
dx
; x̂ = x; L̂i = (r̂ � p̂)i

s ¾a hermitowskie. Dla operatora momentu p¾edu L̂i nale·zy zamieníc dx! d3r.

2. Dystrybucj¾e ("funkcj¾e") delta Diraca mo·zna zde�niowác jako granic¾e ci ¾agu funkcyjnego
f"(x)

�(x) = lim
"!0

f"(x):

Dystrybucja ta ma w÷asnóśc
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dx f(x) �(x)
df
= f(0):

Wykazác, ·ze nast¾epuj ¾ace ci ¾agi funkcyjne zd ¾a·zaj ¾a w granicy do �(x):
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Analogicznie wykazác, ·ze

�(x) =
1

2�
lim
R!1

RZ
�R

dk eikx: (1)

We wszystkich przypadkach wykonác wykresy funkcji f"(x) dla kilku wartósci ".

3. Zamiast funkcji falowej  (x) u·zywác mo·zna funkcje zde�niowane przez transformat¾e
Fouriera:

 (x) =
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�1

dkp
2�
~ (k)eikx: (2)

Korzystaj ¾ac ze wzoru (1) obliczýc ze wzoru (2) odwrotn ¾a transformat¾e Fouriera (tj.
wyrazíc funkcj¾e ~ (k) poprzez  (x)).

Jak ¾a postác przyjmuj ¾a operatory p̂ oraz x̂, jésli dzia÷aj ¾a na funkcj¾e ~ (k)? W tym
celu skorzystác z warunku

(�; Ô ) = (~�; Ô~ ):



W równósci tej Ô jest operatorem p¾edu lub po÷o·zenia, ale jego jawna postác jest po
obu stronach równósci inna. Iloczyn skalarny jest zde�niowany

(�;  ) =

1Z
�1

dx ��(x) (x);

natomiast postác iloczynu dla funkcji z w¾e·zykiem nale·zy wyprowadzíc korzystaj ¾ac
z (2).

4. Wykazác, ·ze funkcja � daje si¾e zapisác jako ca÷ka

�(�) = � 1

2�i
lim
"!0
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! + i"
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Korzystaj ¾ac z tej reprezentacji ca÷kowej wykazác, ·ze

d�(�)

d�
= �(�):

5. Pokazác, ·ze

�(f(x)) =
X
xi

1

jf 0(xi)j
�(xi)

gdzie punkty xi s ¾a zerami funkcji f(x). Zastosowác powy·zsze twierdzenie do

�(x2 � �2):


