
31 Równanie Diraka c.d.

31.1 Oddziaªywanie z polem elektromagnetycznym

Oddziaªywanie z zewn¦trznym polem elektromagnetycznym wprowadzamy stosu¡c zasad¦

minimlnego sprz¦»nia

c~p→ c~p− q ~A,
E → E − qV. (31.1)

Równanie Diraka przyjmuje wówczas posta¢:(
(E − qV )− ~α · (c~p− q ~A)− βmc2

)
ψ = 0. (31.2)

Mno»¡c równanie (31.2) przez(
(E − qV ) + ~α · (c~p− q ~A) + βmc2

)
dostajemy

D2 =
(

(E − qV ) + ~α · (c~p− q ~A) + βmc2
)(

(E − qV )− ~α · (c~p− q ~A)− βmc2
)

= (E − qV )2 −m2c4 −
(
~α · (c~p− q ~A)

)2
− (E − qV ) ~α · (c~p− q ~A) + ~α · (c~p− q ~A) (E − qV ) .

Zauwa»my, »e czªony ~α · (c~p− q ~A)βmc2 oraz (E − qV ) βmc2 kasuj¡ si¦.
Wyliczmy drugi czªon postaci

~α · ~a ~α ·~b.
Poniewa»

αiαj =
1

2
{αi, αj}+

1

2
[αi, αj] = δij + iεijkΣk. (31.3)

St¡d

~α · ~a ~α ·~b = ~a ·~b+ i
(
~a×~b

)
· ~Σ. (31.4)

Mamy wi¦c (
~α · (c~p− q ~A)

)2
= (c~p− q ~A)2 + (c~p− q ~A)× (c~p− q ~A) · ~Σ. (31.5)

Drugi czªon nie znika

(c~p− q ~A)× (c~p− q ~A) = −qc
(
~A× ~p+ ~p× ~A

)
= i~qc

(
~∇× ~A

)
= i~qc ~B, (31.6)

gdzie ~B jest polem magnetycznym. St¡d

−
(
~α · (c~p− q ~A)

)2
= −(c~p− q ~A)2 + ~qc ~B · ~Σ. (31.7)

192



Z kolei

− (E − qV ) ~α · (c~p− q ~A) + ~α · (c~p− q ~A) (E − qV )

= q ~α ·
(
E ~A− ~AE

)
+ qc ~α · (V ~p− ~pV )

= iq~c ~α ·

(
1

c

∂ ~A

∂t
+ ~∇V

)
= −iq~c ~α · ~E, (31.8)

gdzie wektor ~E (w odróznieniu od energii E) oznacza pole elektryczne:

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇V.

Wreszcie dokonamy przybli»enia nierelatywistycznego de�niuj¡c energi¦ nierelatywi-

styczn¡ E ′

E = E ′ +mc2, (31.9)

gdzie czªon mc2 uwa»amy za du»y. Wówczas

(E − qV )2 −m2c4 =
(
E ′ +mc2 − qV

)2 −m2c4

= (E ′ − qV )
2

+ 2mc2 (E ′ − qV ) . (31.10)

Zaniedbuj¡c pierwszy czªon, mamy

D2 = 2mc2 (E ′ − qV )− (c~p− q ~A)2 + ~qc ~B · ~Σ− iq~c ~α · ~E (31.11)

i w konsekwencji równanie Diraka mo»emy zapisa¢ jako(
1

2mc
(~p− q

c
~A)2 + qV − ~q

2mc
~B · ~Σ +

iq~
2mc

~α · ~E
)
ψ = E ′ψ. (31.12)

Pierwsze dwa czªony w równaniu (31.12) odpowiadaj¡ hmiltonianowi cz¡stki bezspinowej

w polu elektromagnetycznym (V, ~A). Drugi czªon (dla q = −e) ma posta¢

− ~q
2mc

~B · ~Σ = 2
e~

2mc

1

~
~S · ~B = gsµB

1

~
~S · ~B, (31.13)

gdzie operator spinu ma posta¢

~S =
~
2
~Σ.

Hamiltonian (31.13) pokrywa si¦ z wcze±niej wprowadzonym hamiltonianem Pauliego, z
tym »e otrzymali±my wynik

gs = 2. (31.14)

Ostatni czªon ~α· ~E zawiera tylko elementy pozadigonalne, a wi¦c miesza górne skªadowe
bispinora Diraka z dolnymi, które s¡ maªe, rz¦du (v/c) i mo»emy je zaniedba¢.

Systematyczne rozwini¦cie równania Diraka w pot¦gi (v/c) nosi nazw¦ transformcji
Foldy-Wouthuyusen'a i wykracza poza zakres tego wykªadu.
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31.2 Atom wodoru

Aby zlae¹¢ rozwi¡zanie równania Diraka dla potencjaªu Coulomba

V = −Ze
2

r

musimy najpierw rozseparowa¢ zmienne na cz¦±¢ k¡tow¡ i radialn¡. Zauwa»my, »e caªko-
wity moment p¦du, który jest jest sum¡

~J = ~L+ ~S = ~r × ~p+
~
2
~Σ (31.15)

komutuje (wyakaza¢!) z hamiltonianem

H = ~α · ~p+ βm+ V (r). (31.16)

Zatem dobre liczby kwntowe to energia E, J2 oraz Jz. Poniewa» caªkowity moment p¦du
wynosi j ± 1/2 i poniewa» operator spinu ~Σ jest blokowo diagonalny

~Σ =

[
~σ 0
0 ~σ

]
(31.17)

czterokomponentowe bispinory mo»emy zapisa¢ jako

ψ =

[
ϕ
χ

]
(31.18)

gdzie ka»dy z dwuwymiarowych spionrów ϕ i χ mo»na z osobna rozseparowa¢ na cz¦±¢
radialn¡ i k¡tow¡. W tym celu skonstruujmy spinory odpowiadaj¡ce j = l ± 1/2:

|j = l + 1/2,m〉 =

√
l +m+ 1/2

2l + 1
Y
m−1/2
l

∣∣∣∣12 , 1

2

〉
+

√
l −m+ 1/2

2l + 1
Y
m+1/2
l

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
,

|j = l − 1/2,m〉 =

√
l −m+ 1/2

2l + 1
Y
m−1/2
l

∣∣∣∣12 , 1

2

〉
−
√
l +m+ 1/2

2l + 1
Y
m+1/2
l

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
,

czyli jawnie

Ω
(+)
jm =

1√
2l + 1

[ √
l +m+ 1/2Y

m−1/2
l√

l −m+ 1/2Y
m+1/2
l

]
,

Ω
(−)
jm =

1√
2l + 1

[ √
l −m+ 1/2Y

m−1/2
l

−
√
l +m+ 1/2Y

m+1/2
l

]
. (31.19)

Zauwa»my, »e spinor Ω
(−)
jm nie istnieje dla l = 0. Spinory Ω speªniaj¡ to»samo±ci

~J2Ω
(±)
jm = ~2j(j + 1) ~J2Ω

(±)
jm ,

~L · ~S Ω
(±)
jm =

1

2

(
~J2 − ~L2 − 3

4
~2
)

Ω
(±)
jm = −~2

2
(1∓ κ)Ω

(±)
jm , (31.20)
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gdzie

κ = −(l + 1) = −
(
j +

1

2

)
dla j = l +

1

2
,

κ = +l = +

(
j +

1

2

)
dla j = l − 1

2
. (31.21)

Ogólne rozwi¡zanie przyjmuje posta¢

ψEjm(~r) =
1

r

[
iG

(+)
Ej Ω

(+)
jm + iG

(−)
Ej Ω

(−)
jm

F
(−)
Ej Ω

(+)
jm + F

(+)
Ej Ω

(−)
jm

]
. (31.22)

Warto zauwa»y¢, »e spinory Ω
(+)
jm ró»ni¡ si¦ parzysto±ci¡, poniewa» l ró»ni sie o 1. Mo»na

wykaza¢, »e

Ω
(+)
jm = ~n · ~σΩ

(−)
jm , gdzie ~n =

~r

r
. (31.23)

Poniewa» potencjaª V (r) jest niezmienniczy ze wzgl¦du na odbicia przestrzenne, rozwi¡-
zania (31.22) powinny mie¢ okre±lon¡ parzysto±¢. Dokonuj¡c odbicia mamy

~r → ~r ′ = −~r
Pψ(~r) = ψ(−~r), P2 = 1 (31.24)

gdzie P jest (szukanym) operatorem odbicia. Po dokonaniu odbicia mamy zatem:

[−~α · ~p+ βm+ V (r)]ψ(−~r) = Eψ(−~r),
[−~α · ~p+ βm+ V (r)]Pψ(~r) = EPψ(~r),

[− (P~αP) · ~p+ (PβP)m+ V (r)]ψ(~r) = Eψ(~r). (31.25)

Zatem
−P~αP = ~α, PβP = β. (31.26)

Wida¢, »e zdokªadno±ci¡ do znaku
P = β. (31.27)

Poniewa»

β =

[
1 0
0 −1

]
(31.28)

wdzimy, »e w wyniku odbicia dolna i górna skªadowa spinora (31.18) zmieniaj¡ wzgl¦dny
znak, a zatem maj¡ ró»ne parzysto±ci. Ostatecznie

ψ
(±)
Ejm(~r) =

1

r

[
iG

(±)
Ej Ω

(±)
jm

F
(±)
Ej Ω

(∓)
jm

]
. (31.29)

Zapiszmy teraz jawnie równanie Diraka:

[E − ~α · ~p− βm− V (r)]ψ(~r) = 0. (31.30)
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(E −m− V (r))
i

r
G

(±)
Ej Ω

(±)
jm − (~σ · ~p) 1

r
F

(±)
Ej Ω

(∓)
jm = 0,

(E +m− V (r))
1

r
F

(±)
Ej Ω

(∓)
jm − (~σ · ~p) i

r
G

(±)
Ej Ω

(±)
jm = 0. (31.31)

Widzimy zatem, »e musimy zna¢ dziaªanie

(~σ · ~p) f(r)

r
Ω

(±)
jm = (~n · ~σ) (~n · ~σ ~σ · ~p) f(r)

r
Ω

(±)
jm (31.32)

gdzie skorzystali±my z faktu, »e
(~n · ~σ)2 = 1. (31.33)

poniewa»
σiσj = δij + iεijkσk (31.34)

mamy

(~n · ~σ ~σ · ~p) = ~n · ~p+ i~σ (~n× ~p) = −i ∂
∂r

+ i
1

r
~σ · ~L. (31.35)

A ztem

(~σ · ~p) f(r)

r
Ω

(±)
jm = (~n · ~σ)

(
−i ∂
∂r

+ i
1

r
~σ · ~L

)
Ω

(±)
jm

= −i
(
∂

∂r

f(r)

r
+ (1∓ κ )

f(r)

r2

)
(~n · ~σ) Ω

(±)
jm

= −i
(
∂

∂r
+

1∓ κ
r

)
f(r)

r
Ω

(∓)
jm

Ostatecznie mamy

(E −m− V (r))
i

r
G

(±)
Ej Ω

(±)
jm + i

(
∂

∂r
+

1± κ
r

)
1

r
F

(±)
Ej Ω

(±)
jm = 0,

(E +m− V (r))
1

r
F

(±)
Ej Ω

(∓)
jm −

(
∂

∂r
+

1∓ κ
r

)
1

r
G

(±)
Ej Ω

(∓)
jm = 0, (31.36)

co daje dwa równania

(E −m− V (r))G
(±)
Ej +

(
d

dr
± κ

r

)
F

(±)
Ej = 0,

− (E +m− V (r))F
(±)
Ej +

(
d

dr
∓ κ

r

)
G

(±)
Ej = 0. (31.37)

Mamy ostatecznie

(E −m− V (r))G+

(
d

∂r
+
κ

r

)
F = 0,

− (E +m− V (r))F +

(
d

∂r
− κ

r

)
G = 0, (31.38)
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gdzie κ = ±(j + 1/2). Rozwiazania dla dodatnich κ odpowiadaj¡ j = l + 1/2 a dla
ujemnych j = l − 1/2.

Równania te mo»na rozwi¡za¢ metod¡ szeregów. Zde�niujmy

α1 = m+ E, α2 = m− E, α =
√
α1α2 =

√
E2 −m2 (31.39)

oraz now¡ zmienn¡
ρ = αr. (31.40)

Zauwa»my, »e szukamy rozwi¡za« o energiach E znacznie mniejszych odmc2, wi¦c zmienne
α1,2 oraz α s¡ rzeczywiste i dodatnie.Wówczas mamy

V = −Ze
2α

ρ
= −γα

ρ
, gdzie γ = Ze2 (31.41)

(
d

dρ
+
κ

ρ

)
F +

(
−α2

α
+
γ

ρ

)
G = 0,(

d

dρ
− κ

ρ

)
G−

(
α1

α
+
γ

ρ

)
F = 0. (31.42)

Dla du»ych ρ mamy
d

dρ
F − α2

α
G = 0,

d

dρ
G− α1

α
F = 0 (31.43)

co daje
d2

dρ2
G = G ,

d2

dρ2
F = F. (31.44)

Szukamy rozwi¡za« postaci

F (ρ) = f(ρ)e−ρ, G(ρ) = g(ρ)e−ρ, (31.45)

co daje nast¦puj¡ce równania

f ′ +

(
κ

ρ
− 1

)
f −

(
α2

α
− γ

ρ

)
g = 0,

g′ −
(
κ

ρ
+ 1

)
g −

(
α1

α
+
γ

ρ

)
f = 0. (31.46)

Popatrzmy na asymptotyk¦ dla maªych ρ:

f ′ +
κ

ρ
f +

γ

ρ
g = 0,

g′ − κ

ρ
g − γ

ρ
f = 0. (31.47)

Przyjmuj¡c
g = a0ρ

s, f = b0ρ
t (31.48)
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mamy

(t+ κ)b0ρ
t + γa0ρ

s = 0,

−γb0ρt + (s− κ)a0ρ
s = 0. (31.49)

Równanie to ma niezerowe rozwi¡zania gdy s = t i gdy wyznacznik znika

s2 − κ2 + γ2 = 0, (31.50)

co daje
s = ±

√
κ2 − γ2. (31.51)

Wybieramy znak górny i szukamy rozwi¡za« w postaci szeregu

f =
∑
n=0

bnρ
s+n, g =

∑
n=0

anρ
s+n. (31.52)

Podstawiaj¡c do równa« (31.46) otrzymujemy zwi¡zki rekurencyjne

bn

[
(n+ s+ κ) + γ

α(n+ s+ κ) + γα2

α2(n+ s− κ)− γα

]
= bn−1

[
1 +

α2

α

α(n− 1 + s+ κ) + γα2

α2(n− 1 + s− κ)− γα

]
,

an

[
(n+ s− κ) + γ

α2(n+ s− κ)− γα
α(n+ s+ κ) + γα2

]
= an−1

[
1 +

α1

α

α2(n− 1 + s− κ)− γα
α(n− 1 + s+ κ) + γα2

]
.

Okazuje si¦, »e aby unikn¡¢ rozbie»no±ci e2ρ szergi musimy urwa¢ dla n+ 1

α [α2(n+ s− κ)− γα] + α2 [α(n+ s+ κ) + γα2] = 0,

α [α(n+ s+ κ) + γα2] + α1 [α2(n+ s− κ)− γα] = 0, (31.53)

co daje

2αα2(n+ s) + γ(α2 − α1)α2 = 0,

2α2(n+ s) + γα(α2 − α1) = 0, (31.54)

gdzie sko»ystali±my z to»samo±ci α1α2 = α. Oba równania prowadz¡ do zwi¡zku

2α(n+ s) + γ(α2 − α1) = 0, (31.55)

co daje √
m2 − E2(n+ s) = Eγ (31.56)

i w rezultacie

En =
m√

1 + γ2/(
√

(j + 1/2)2 − γ2 + n)2
, γ =

Ze2

~c
(31.57)

198



energia zale»y tylko od n = 0, 1, 2 . . . i j. Zakªadaj¡c, »e γ jest maªe rozwi«my energi¦ w
pot¦gi γ

En ' mc2

(
1− γ2

2(
√

(j + 1/2)2 − γ2 + n)2
+ . . .

)

' mc2 − Z2e4m

2~2((j + 1/2) + n)2
+ . . . (31.58)

Pierwszy czªon odpowiada energii spoczynkowej elektronu, drugi energii wi¡zania, równej
energii otrzymanej z równania Schrödingera. Jednak»e klasy�kacja poziomów jest inna,
gdy» energia zale»y tu of j a nie od l (spin!).

31.3 Kowariantna posta¢ równania Diraka

Wyprowadzili±my (
i~
∂

∂t
− c ~α · ~p− βmc2

)
ψ = 0,

gdzie

αi =

[
0 σi
σi 0

]
, β =

[
1 0
0 −1

]
. (31.59)

Mno»¡c stronami przez β otrzymuemy(
i~γ0

∂

∂t
− c~γ · ~p−mc2

)
ψ = 0, (31.60)

gdzie

γ0 = β, γi = βαi =

[
0 σi
−σi 0

]
.

Równanie to mo»emy wi¦c zapisa¢ w jenostkach naturalnych c = ~ = 1 w formie

(γµpµ −m)ψ = 0, (31.61)

gdzie
pµ = (p0 = i∂t, ~p = −i~∇)

Warto pami¦ta¢, »e dla tensora metrycznego

gµν = (1,−1,−1,−1) (31.62)

mamy
6 p = γµpµ = γµgµνp

ν = γ0p0 − γipi.
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