31 Rownanie Diraka c.d.

31.1 Oddzialywanie z polem elektromagnetycznym

Oddziatywanie z zewnetrznym polem elektromagnetycznym wprowadzamy stosugc zasade
minimlinego sprzeznia

p— cf— qA,
E— E—qV. (31.1)
Roéwnanie Diraka przyjmuje woéwczas postac:
((E —qV) =@ (cf—qA) — Bm02> 1 = 0. (31.2)
Mnozac rownanie (31.2) przez
((E —qV)+a-(ep— q/f) + ﬁm02>
dostajemy
D= ((E—qV)+a-(ci—qA) + fme?) ((E = qV) = &~ (e~ g A) — fme?)
) N2
= (E—qV)" —m?*c* — <&~ (cp— qA))
—(E—qV) @ (cf—qA)+a-(cf—qA) (E—qV).

Zauwazmy, ze cztony @ - (cf — qA)Bmc? oraz (E — qV) fmc?® kasuja sie.
Wyliczmy drugi czton postaci

&-@ad-b.
Poniewaz ] ]
OéiOzj = § {Oéi, Oéj} + 5 [Oéi, Oéj] = 5ij + igijkzk' (313)
Stad
@‘-a’@‘~5:5-5+z‘(5x1§)-i (31.4)
Mamy wiec
-, 2 —, —, —, —
<07 (ep' = qA)> = (cp'— qA)* + (cp — qA) x (cp — qA) - 3. (31.5)

Drugi czton nie znika

-, -, —

(ep— qA) x (ep— qA) = —qc (ff X P+ p X A) = ihqc (6 X /T) = ihqcB, (31.6)
gdzie B jest polem magnetycznym. Stad
S0\ 2 -, S o
— (&~ (ep— qA)) = —(cp— qA)* + hge B - 3. (31.7)
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7 kolei

—(E—qV) @-(cf—qA)+a- (cp—qA) (E—qV)

—ga (,af A’E>+qcaz-(v5—ﬁV)

= ighc a - (1%—14 ﬁV) = —ighc@- E, (31.8)
C

gdzie wektor E (w odroznieniu od energii E) oznacza pole elektryczne:

Wreszcie dokonamy przyblizenia nierelatywistycznego definiujac energie nierelatywi-
styczng B
E=FE +mdc, (31.9)

gdzie czton mc? uwazamy za duzy. Wowczas
(B —qV)* —m*c* = (E' + mc? —qV) —m?c!
= (E' —qV)* +2mc* (E' — qV). (31.10)
Zaniedbujac pierwszy czlon, mamy
D*=2mc* (E' — qV) — (cf— qA)* + hge B- % —ighcd - E (31.11)
i w konsekwencji réwnanie Diraka mozemy zapisa¢ jako

1 q ~ hq 1qh =
- TA - MBS 9 G By = B 31.12

(ch(p c J+a 2mce i 2mce > 4 ¥ ( )
Pierwsze dwa czlony w rownaniu (31.12) odpowiadaja hmiltonianowi czastki bezspinowej

w polu elektromagnetycznym (V ﬁf) Drugi czton (dla ¢ = —e) ma postaé

1~ -
——B 2——=5-B = g,up=S - B, 31.13
2mc 2mc h g 'uBh ( )
gdzie operator spinu ma postac
g" o h —
2

Hamiltonian (31.13) pokrywa sie z wczesniej wprowadzonym hamiltonianem Pauliego, z
tym ze otrzymalismy wynik

Ostatni czton @-E zawiera tylko elementy pozadigonalne, a wiec miesza gérne sktadowe
bispinora Diraka z dolnymi, ktore sa mate, rzedu (v/c) i mozemy je zaniedbac.

Systematyczne rozwiniecie rownania Diraka w potegi (v/c) nosi nazwe transformcji
Foldy-Wouthuyusen’a i wykracza poza zakres tego wykltadu.
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31.2 Atom wodoru
Aby zlaezé¢ rozwiazanie réwnania Diraka dla potencjatu Coulomba

yo Z¢
r

musimy najpierw rozseparowaé zmienne na cze$é¢ katowa i radialna. Zauwazmy, ze calko-
wity moment pedu, ktory jest jest sumg

— — — h —

J=L+§=rxp+3% (31.15)
komutuje (wyakaza¢!) z hamiltonianem

H=a- g+ pm+V(r). (31.16)

Zatem dobre liczby kwntowe to energia E, J? oraz J,. Poniewaz catkowity moment pedu
wynosi 7 + 1/2 i poniewaz operator spinu X jest blokowo diagonalny

-

—

o 0
0 7

czterokomponentowe bispinory mozemy zapisa¢ jako

(4

-[7)

(31.17)

(31.18)

gdzie kazdy z dwuwymiarowych spionréw ¢ i Y mozna z osobna rozseparowaé na czesé
radialna i katowa. W tym celu skonstruujmy spinory odpowiadajace j =1 4 1/2:

. l—|—m—|—l/2 m—1/2 11 l—m+1/2 m+1/2 1 1
=1+1/2 =/ —Y, - —Y, — —=
U=t 12m) =\ N 22/ "N T 22/
. l—m+1/2 m—1/2 11 l+m+1/2 m+1/2 1 1
=1-1/2 =/ —Y, — =)=/ —Y — —=
J /2,m) A+1 22/ NV ar1 22/
czyli jawnie
gt _ L[ ViEmripy
R | = mt 12y
[ m—1/2
QE;) - k i m+1/2 (31.19)
va2l+1 | - l+m+1/2Y,
Zauwazmy, ze spinor Q%)nie istnieje dla [ = 0. Spinory €2 spelniaja tozsamosci
TG = W5 + 1)),
L.go®_L{p_p_dp)o® —h—2(1 k) QD) (31.20)
m =5 g ) m = Ty AR m '



gdzie
o1 .
——(l+1):—(j+§) dla j=101+,
o1 , 1
K=+l=+ (j + 5) dla j=1- 3 (31.21)

Ogolne rozwigzanie przyjmuje postaé

iG +>Q<+ +iG)al)
FOal +FEj{Q

Ej im

VEim(T) =

1
- 31.22
- (31.22

Warto zauwazy¢, ze spinory Qﬁ;) ro6znig sie parzystoscia, poniewaz [ rozni sie o 1. Mozna
wykazac, ze
Q(+) f

=q.gQl) gdzie 7= (31.23)

r
Poniewaz potencjal V(r) jest niezmienniczy ze wzgledu na odbicia przestrzenne, rozwia-
zania (31.22) powinny mieé¢ okreslong parzystosé. Dokonujac odbicia mamy

Py i = —F
P(F) = v(-7), P* =1 (31.24)

gdzie P jest (szukanym) operatorem odbicia. Po dokonaniu odbicia mamy zatem:

[—a - p+ pm+ V()] (=7) = EY(-T),

[=a-p+ Bm + V(") Pe(r) = EPY(7),
(= (PaP) - g+ (PBP)m + V(r)]¢(r) = Ey(r). (31.25)
Zatem
—PaP = d, PP = . (31.26)
Wida¢, ze zdoktadnoscia do znaku
P = . (31.27)
Poniewaz Lo
B = { 0 1 } (31.28)

wdzimy, ze w wyniku odbicia dolna i gorna sktadowa spinora (31.18) zmieniaja wzgledny
znak, a zatem majg rézne parzystosci. Ostatecznie

1| Gl
() _ = Ej *%m 31.29
Vigjm(T) ; F]g]:)gg-:cn) ( )
Zapiszmy teraz jawnie rownanie Diraka:
[E—a-p—PBm—V(r)]u() =0. (31.30)
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L @E) @) = o Lo
(B —m = V(r) -G/ = (7-5) _Fp 5 =0,

1 .
(B+m—V(r)~FQ7) - (7 p) %G(Ej;)ﬁgfj = 0. (31.31)
Widzimy zatem, ze musimy zna¢ dzialanie
@ 9 0a® = @.5) 555 L (31.32)
r r
gdzie skorzystaliémy z faktu, ze
(7i-5)° = 1. (31.33)
poniewaz
0;0; = (51']' + iEiijk (3134)
mamy
0 1. -
(ﬁ-&&-m:ﬁ-ﬁ+i6(ﬁxﬁ):—iaﬁti;c?-L. (31.35)
A ztem
0 1
@ 9 a® ~ .5) (—ZE +i-g L) 0
9 f(r) f)N = -
=—i (ET +(1F /{)r—2 (1 -0) Qgi)
0 1 F K f(?“) (F)
= —7| — O
(87" * r ) ro 0"
Ostatecznie mamy
1 + + . 0 1+k) 1 + +
(B —m=V(r) Gp)af,) +i (5 +— ) CFR) =0,
1 + 8 1 F R 1 +
(E+m—V(r) ;Fggggfg - (E +— ) ;G(Ej)ngf,} =0, (31.36)
co daje dwa réwnania
+ d K +
(BE—m—V(r)GS) + (% + Fg =0,
d Kk
—(B+m—V()Fg + (5 T ?> GLl =o. (31.37)
Mamy ostatecznie
d kK
E—-m-V —+— | F=
( m (r))G+<(9r+r) 0,
d K
- m—V(r — = — =0, .
(E + V( ))F+<a )G 0 (31.38)
roor



gdzie k = £(j + 1/2). Rozwiazania dla dodatnich x odpowiadaja j = [ + 1/2 a dla
ujemnych j =1—1/2.
Réwnania te mozna rozwigza¢ metodg szeregdéw. Zdefiniujmy

ar=m+FE, apa=m—FE, a=/ajay = VE? —m? (31.39)

oraz nowg zmienna
p = ar. (31.40)

Zauwazmy, ze szukamy rozwiazan o energiach F znacznie mniejszych od mc?, wiec zmienne
oy oraz « sa rzeczywiste 1 dodatnie. Woéwcezas mamy

7 2
V =— ca_ —V—OZ, gdzie v = Ze? (31.41)
p p
d kK QY
—+— | F+|——+—-)G=0,
dp  p a p
(i _ i) o (ﬂ N z) F_o. (31.42)
dp p a p
Dla duzych p mamy
d Q2 d aq
Bl A Yoy —G-F=0 31.43
dp a ’ dp a ( )
co daje
d? d?
2 G=G, ~-F=F 31.44
i e (31.44)

Szukamy rozwigzan postaci

F(p) = f(p)e™*, G(p) = g(p)e””, (31.45)

co daje nastepujace réwnania

f’+(f—1)f—<@—1>g=0,
p a p

g/_(fﬂ)g_(%ﬂ)f:o. (31.46)
p a p

Popatrzmy na asymptotyke dla matych p:

K
FHsf+lg=0,
P p

Jg-"g-Tr=n. (31.47)
P P
Przyjmujac
g =aop’, f=byp' (31.48)
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mamy

(t + K)bop' + vaop® = 0,
—vbop" + (s — K)agp® = 0. (31.49)
Roéwnanie to ma niezerowe rozwigzania gdy s = t i gdy wyznacznik znika

s? — K242 =0, (31.50)

co daje
s =+\Kr?—7% (31.51)

Wybieramy znak gorny i szukamy rozwiazan w postaci szeregu

f=2bp™" g= 2 anp™™. (31.52)
n=0

n=0

Podstawiajac do rownan (31.46) otrzymujemy zwiazki rekurencyjne

a(n+s+ﬁ)+7a2}:b {1+%a(n—1+s+ﬁ)—l—7a2}
as(n+s— k) —ya et aan—1+s—k)—ya]’
as(n+ s — k) — Yo ajaz(n—1+s5—kK)—ya

a(n+s+ﬁ)+7a2} - nt {1+Ea(n—1+s+ﬁ;)+7a2}

by, [(n—i—s—i—m)—l—v

an {(n—i—s—/{)—l-v

Okazuje sie, ze aby unikna¢ rozbieznosci e?” szergi musimy urwaé dla n + 1
)

alaz(n+s—k) —yal + ag[a(n+ s + k) + yas] = 0,

ala(n+ s+ k) +yag] +ar [aan+s — k) —ya] = (31.53)
co daje
2aas(n + 5) + v(e — ag)as =0,
20%(n + s) + yalag — ay) = 0, (31.54)

gdzie skozystaliSmy z tozsamosci ajas = . Oba réwnania prowadza do zwigzku
2a(n+s) + (g —aq) =0, (31.55)

co daje

vm? — E?2(n+s) = Evy (31.56)

i w rezultacie )
m Ze

o T e (31.57)
\/1 +72/(v/(G + 1/2)2 = 7% +n)?

he
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energia zalezy tylko od n =0,1,2...1 5. Zaktadajac, ze v jest mate rozwinmy energie w
potegi ¥

ch2 — 72
B = (1 2(\/(j+1/2)2—72+n)2+ )

Z%e*m

T+ 12 1) (31.58)

~ mc2

Pierwszy czton odpowiada energii spoczynkowej elektronu, drugi energii wigzania, rownej
energii otrzymanej z rownania Schrodingera. Jednakze klasyfikacja pozioméw jest inna,
gdyz energia zalezy tu of j a nie od [ (spin!).

31.3 Kowariantna postaé¢ rownania Diraka
Wyprowadzilismy

0 N
(zha—cowp—ﬁmc)z/z—O,

ai:[i ‘Hﬁ:“ _01] (31.59)

Mnozac stronami przez [ otrzymuemy

gdzie

(ihv()% —cq-p— m02> Y =0, (31.60)

gdzie
i 0 0;
’yozﬁ)fy:ﬂai:{ 0:|

Roéwnanie to mozemy wiec zapisa¢ w jenostkach naturalnych ¢ = h = 1 w formie

(4, — m) > =0, (31.61)

gdzie

=

P =’ =i0,p=—iV)

Warto pamietaé, ze dla tensora metrycznego
g = (1,-1,-1,-1) (31.62)

mamy o
b ="Pu =" gup” =" —'p".
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