
30 Równanie Diraka

30.1 Równanie Kleina-Gordona dla cz¡stki swobodnej

Równanie Schrödingera jest w rzeczywisto±ci operatorowym zapisem klasycznego zwi¡zku

E =
~p 2

2m
(30.1)

gdzie p¦d i energi¦ zat¦pujemy operatorami

~p→ −i~~∇, E → i~
∂

∂t
. (30.2)

Najprostsze uogóleninie tej procedury na przypadek relatywistyczny, polega na u»yciu
(30.2) we wzorze relatywistycznym

E2 = c2~p 2 +m2c4, (30.3)

co daje równanie zwane dzi± równaniem Kleina-Gordona

−~2 ∂
2

∂t2
ϕ =

(
−~2c2~∇ 2 +m2c4

)
ϕ. (30.4)

Równanie to dopuszcza rozwi¡zania w postaci fali pªaskiej

ϕ = ei(
~k·~r−ωt) (30.5)

gdzie
E = ~ω = ±

√
~2c2k2 +m2c4 (30.6)

Jak wida¢ pojawiaj¡ si¦ rozwi¡zania o ujemnej energii, których interpretacja nie jest jasna
(antycz¡stki).

Wyprowad¹my teraz równanie ci¡gªo±ci (poprzez analogi¦ do równania Schrödingera).
W przypadku nierelatywistycznym mieli±my

∂

∂t
P (~r, t) + ~∇ · ~S = 0 (30.7)

gdzie

P = ψ∗ψ, ~S = − i~
2m

(
ψ∗ ~∇ψ − ψ ~∇ψ∗

)
(30.8)

Odejmijmy stronami równania

−~2ϕ∗ ∂
2

∂t2
ϕ = ϕ∗

(
−~2c2~∇ 2 +m2c4

)
ϕ

−~2ϕ ∂
2

∂t2
ϕ∗ = ϕ

(
−~2c2~∇ 2 +m2c4

)
ϕ∗ (30.9)
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[
ϕ∗

∂2

∂t2
ϕ− ϕ ∂

2

∂t2
ϕ∗
]

= c2
[
ϕ∗~∇ 2ϕ− ϕ~∇ 2ϕ∗

]
. (30.10)

Przepisuj¡c te równania jako

∂

∂t

[
ϕ∗

∂

∂t
ϕ− ϕ ∂

∂t
ϕ∗
]

= c2~∇
[
ϕ∗~∇ϕ− ϕ~∇ϕ∗

]
(30.11)

widzimy, »e g¦sto±¢ pr¡du jest identuczna jak w przypadku nierelatywisycznym

~S = − i~
2m

[
ϕ∗~∇ϕ− ϕ~∇ϕ∗

]
(30.12)

natomiast odpowiednik g¦sto±ci prawdopodobie«stwa jest wówczas dany jako

P =
i~

2mc2

[
ϕ∗

∂

∂t
ϕ− ϕ ∂

∂t
ϕ∗
]
. (30.13)

Tak zde�niowane P nie jest dodatnio okre±lone, nie mo»na go wi¦c zinterpretowa¢ jako
g¦sto±ci prawdopodobie«stwa (po pomno»eniu przez e mo»naby jako g¦sto±¢ ªadunku).
Jest to zwiazane z tym, »e równanie (30.4) jest drugieo rz¦du w pochodnych po czasie.

30.2 Równanie Diraka dla cz¡stki swobodnej

Dirac zaproponowaª u»ycie zwi¡zku liniowego, kosztem wprowadzenia niekomutu¡cych,
bezwymiarowych obiektów ~α i β (macierze):

i~
∂

∂t
ψ =

(
c~α · ~p+ βmc2

)
ψ. (30.14)

Podnosz¡c (opweratorowo) równanie (30.14) do kwadratu powini±my dosta¢ równanie
(30.4):

−~2 ∂
2

∂t2
ψ =

(
c~α · ~p+ βmc2

) (
c~α · ~p+ βmc2

)
ψ. (30.15)

Rozpiszmy praw¡ stron¦

c2αiαjpipj +mc3 (αiβ + βαj) +m2c4β2

= c2
1

2
(αiαj + αjαi) pipj +mc3 (αiβ + βαj) +m2c4β2. (30.16)

gdzie skorzystali±my z faktu, »e operator pipj jest symetryczny w indeksach ij. Porównu-
j¡c z (30.4) lub z (30.3) mamy

(αiαj + αjαi) = 2δij,

(αiβ + βαj) = 0,

β2 = 1. (30.17)
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Znalezienie rozwi¡za« równa« (30.17) dyskutowane jest w literaturze, tu podamy je-
dynie ostateczne rozwi¡zanie. Okazuje si¦, »e najni»szy mo»liwy wymiar macierzy αi i β
jest 4 i maj¡ one posta¢

αi =

[
0 σi
σi 0

]
, β =

[
1 0
0 −1

]
(30.18)

gdzie σi s¡ macierazmi Pauliego:

σ1 =

[
0 1
1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0
0 −1

]
. (30.19)

Sprawd¹my

(αiαj + αjαi) =

[
0 σi
σi 0

] [
0 σj
σj 0

]
+

[
0 σj
σj 0

] [
0 σi
σi 0

]
=

[
σiσj + σjσi 0

0 σiσj + σjσi

]
(30.20)

Pami¦taj¡c, »e
σiσj = δij + iεijkσk (30.21)

dostajemy pierwsz¡ z równo±ci (30.17). Z kolei

(αiβ + βαj) =

[
0 σi
σi 0

] [
1 0
0 −1

]
+

[
1 0
0 −1

] [
0 σi
σi 0

]
=

[
0 −σi
σi 0

]
+

[
0 σi
−σi 0

]
= 0. (30.22)

Wreszcie

β2 =

[
1 0
0 −1

] [
1 0
0 −1

]
= 1. (30.23)

Oczywi±cie wybór (30.18) nie jest jednoznaczny. Macierze unitarne równowa»ne

α′i = U †αiU, β
′ = U †βU (30.24)

tak»e speªniaj¡ zwi¡zki (30.17). Reprezentacj¦ macierzy αi i β dan¡ wzorami (30.18)
nazywamy reprezentacj¡ Bjorkena.

Mamy zatem równanie liniowe w pochodnej czasowej, ale funkcja falowa jest cztero-
wyniarowym spinorem. Rozwi¡zanie swobodnego równania Diraka zapisujemy w postaci
fali pªaskiej

ψ(t, ~r) = ei(~p·~r−Et)/~u (30.25)

gdzie u jest czterowymiarowym (wektorem) spinorem

u =


u1
u2
u3
u4

 . (30.26)
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Po podstawieni fali pªaskiej mamy równanie na u (kªad¡c c = 1)
E −m 0 −pz −(px − ipy)

0 E −m −(px + ipy) pz
−pz −(px − ipy) E +m 0

−(px + ipy) pz 0 E +m



u1
u2
u3
u4

 = 0. (30.27)

Warunkiem istnienia rozwi¡za« jest znikanie wyznacznika, który jest równy(
E2 − ~p 2 −m2

)2
= 0. (30.28)

Czyli mamy
E± = ±

√
~p 2 +m2. (30.29)

Dla dodatniego pierwiastka istniej¡ dwa liniowo niezale»ne rozwi¡zania, które przyjmuje
si¦ w postaci

u(1) =


1
0
pz

E++m
px+ipy
E++m

 , u(2) =


0
1

px−ipy
E++m

− pz
E++m

 . (30.30)

Dla ujemnej energii mamy

u(3) =


pz

E−−m
px+ipy
E−−m

1
0

 , u(4) =


px−ipy
E−−m
− pz

E−−m
0
1

 . (30.31)

Sprawd¹my pierwsze rozwi¡zanie
E −m 0 −pz −(px − ipy)

0 E −m −(px + ipy) pz
−pz −(px − ipy) E +m 0

−(px + ipy) pz 0 E +m




1
0
pz

E++m
px+ipy
E++m

 .
Po kolei:

E+ −m−
−p2z − p2x − p2z

E+ +m
=

1

E+ +m
(E2

+ −m2 − ~p 2) = 0

− pz
E+ +m

(px + ipy) + pz
px + ipy
E+ +m

= 0,

−pz + (E+ +m)
pz

E+ +m
= 0,

−(px + ipy) + (E+ +m)
px + ipy
E+ +m

= 0.
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Dla pozostaªych rozwi¡za« rachunki przebiegaj¡ podobnie. Pouczaj¡ce jest sparwdzi¢
warunek ortogonalno±ci mi¦dzy rozwi¡zaniami o dodatniej i ujemnej energii. Na przykªad

u(3)†u(1) =

[ pz
E−−m

px−ipy
E−−m 1 0 ]


0
1

px−ipy
E++m

− pz
E++m


=
px − ipy
E− −m

+
px − ipy
E+ +m

= 0. (30.32)

Otrzymali±my zero gdy» E− = −E+.
Rozwiazania (30.30) i (30.31) mo»na unormowa¢

u(i) → 1√
1 + ~p 2/(E+ +m)2

. (30.33)

�atwo przekona¢ si¦, »e równanie ci¡gªo±vi jest speªnione i »e mamy

P = ψ†ψ, ~S = cψ†~αψ. (30.34)

Aby do ko«ca zrozumie¢ znaczenie �zyczne rozwi¡za« (30.30) i (30.31) zde�nujmy
operator spinu

~Σ =
~
2

[
~σ 0
0 ~σ

]
. (30.35)

Dziaªaj¡c tym operatorem na rozwi¡znia "w spoczynku": ~p = 0 otrzymujemy, »e u(1,3)

odpowiadaj¡ rozwi¡zaniom o s3 = +~/2 a rozwi¡zania u(2,4) maj¡ s3 = −~/2. Pojawienie
si¦ spinu jest konsekwencj¡ niezmienniczo±ci relatywistycznej.

Antycz¡stki, teoria dziur.
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