30 Rownanie Diraka

30.1 Rownanie Kleina-Gordona dla czastki swobodnej

Roéwnanie Schrodingera jest w rzeczywistosci operatorowym zapisem klasycznego zwigzku

-2
p
E=— 30.1
o (30.1)
gdzie ped i energie zatepujemy operatorami
. S L0
p— —ihV, E — 271&. (30.2)

Najprostsze uogoleninie tej procedury na przypadek relatywistyczny, polega na uzyciu
(30.2) we wzorze relatywistycznym

E? = &5? + m2c, (30.3)
co daje réwnanie zwane dzi$§ réwnaniem Kleina-Gordona
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—hQ@go = <—h202§2 + m204> P. (30.4)

Roéwnanie to dopuszcza rozwiazania w postaci fali ptaskiej
o= ik —wt) (30.5)
gdzie
E = hw = £Vh2ck? + m2ct (30.6)

Jak wida¢ pojawiaja sie rozwiazania o ujemnej energii, ktorych interpretacja nie jest jasna
(antyczastki).

Wyprowadzmy teraz rownanie cigglosci (poprzez analogie do rownania Schrodingera).
W przypadku nierelatywistycznym mielismy

a = = J _
5 P+ V- 5=0 (30.7)
gdzie "
P=yy, § = (v Vo -y Uy (30.8)

Odejmijmy stronami rownania

R P =¢ <—h202v2+m204>g0

0? -
—hQ@@gp* = (—h202v2 + m204> ©o* (30.9)
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82 62 2 = 2 =2
{wﬁw—wﬁw}ZC[wvw—wv @] (30.10)

Przepisujac te roéwnania jako

0 0 0 - = -
= @' o0 = it | = 2V [V — oV 30.11
5%[“08#0 watw} V9"V — oV (30.11)
widzimy, ze gestos¢ pradu jest identuczna jak w przypadku nierelatywisycznym
al Zh * = %
S=—— [gp Vo —pVp } (30.12)
2m

natomiast odpowiednik gestosci prawdopodobieristwa jest wowczas dany jako

vh 0 0
= f—p—p—p*|. 30.13
2mc? {(’0 at” @at@} ( )
Tak zdefiniowane P nie jest dodatnio okreslone, nie mozna go wiec zinterpretowaé jako
gestosci prawdopodobieristwa (po pomnozeniu przez e moznaby jako gestos¢ tadunku).
Jest to zwiazane z tym, ze rownanie (30.4) jest drugieo rzedu w pochodnych po czasie.

30.2 Rownanie Diraka dla czastki swobodnej

Dirac zaproponowal uzycie zwiazku liniowego, kosztem wprowadzenia niekomutuacych,
bezwymiarowych obiektow @ i § (macierze):

ih%w = (ca - p'+ Bmc*) . (30.14)

Podnoszac (opweratorowo) rownanie (30.14) do kwadratu powinismy dosta¢ réwnanie
(30.4):
_528_2
ot?
Rozpiszmy prawa strone

= (ca - p+ Bmc?) (ca - p+ Bme’) . (30.15)

czozioszipj +me® (a8 + Bay) + m2ct5?
1
2

=c5 (iej + ajay) pip; +mc® (B + Bay) +mPc* B (30.16)

gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze operator p;p; jest symetryczny w indeksach ij. Poréwnu-
jac z (30.4) lub z (30.3) mamy

(Oél‘Oéj + OéjOéi) = 251']',
(i + Bay) =0,
B3 =1. (30.17)
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Znalezienie rozwiazan rownan (30.17) dyskutowane jest w literaturze, tu podamy je-
dynie ostateczne rozwigzanie. Okazuje sie, ze najnizszy mozliwy wymiar macierzy «; i 3
jest 4 1 maja one postac

ai:{o ‘Hﬁ:“ _01} (30.18)

0;

gdzie o; sa macierazmi Pauliego:

0 1 [0 —i 1 0
01:[1 0}’“2: Z. Ol],agz{o _1]. (30.19)

Sprawdzmy

o N 0 0; -0 g 0 g 0 o;
(aza]+a3az)_[az‘ 0]_% O}Jr[aj OHUi 0}

003 + 0,0; 0
o |: 0 0i0; +Uj0i :| (3020)
Pamietajac, ze
0;0; = (Sij + igiijk (3021)
dostajemy pierwsza z rownosci (30.17). Z kolei
0 g; 1 0 1 0 0 g;
(O‘iﬁJrﬁO‘f)_{ai 0 ] {o —1}*{0 —1} {ai o}
0 —0; 0 g; .
—{m 0}+[—Ui 0}_. (30.22)
Wreszcie
, [1 071 o]
8 = { o _1llo 1l=1 (30.23)
Oczywiscie wybor (30.18) nie jest jednoznaczny. Macierze unitarne rownowazne
o =UlquU, B =UBU (30.24)

takze speliaja zwiazki (30.17). Reprezentacje macierzy «; i f dana wzorami (30.18)
nazywamy reprezentacja Bjorkena.

Mamy zatem réwnanie liniowe w pochodnej czasowej, ale funkcja falowa jest cztero-
wyniarowym spinorem. Rozwigzanie swobodnego rownania Diraka zapisujemy w postaci
fali ptaskiej

Y(t,7) = PTEN/My (30.25)

gdzie u jest czterowymiarowym (wektorem) spinorem

Uy
_ | U2
U = e (30.26)

Uy
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Po podstawieni fali plaskiej mamy réwnanie na u (ktadac ¢ = 1)

E—m 0 —Pz _(p:c - Zpy) U1
0 E—-m  —(p: +ip,) 2 Us

. — 0. 30.27

—p. —(pz — ipy) E+m 0 Us ( )
_(p:v + Z'py) D= 0 E+m Ug

Warunkiem istnienia rozwigzan jest znikanie wyznacznika, ktory jest rowny

(E? — 52 —m?)* = 0. (30.28)

Czyli mamy
EL =++/p?+m2. (30.29)

Dla dodatniego pierwiastka istnieja dwa liniowo niezalezne rozwiazania, ktore przyjmuje
sie w postaci

1 0
0 1
uV) = P cuP = i | (30.30)
Eyr+m Eir+m
Putipy P
E++m E++m
Dla ujemnej energii mamy
Dz Pz —1Dy
E_—m E_—m
Pz +ipy ____ Dbz
u = | Bmm | W= | TE-m | (30.31)
1 0
0 1
Sprawdzmy pierwsze rozwigzanie
E—-m 0 —Pz _(px - Zpy) 1
0 E-m —(+ip) b 0
. Dz
—D- _<px - Zpy) E +m 0 E++—|jm
—(pa + ipy) P 0 E+m o
Po kolei:
2 _ .2 2
—D, — Dy — P 1 2 2 2
E,—m— = E m- — =0
* E.4+m E, + m( + P)
Pz , Pa + 1Py
—— Pz + 1 +p, =0,
E++m(p py) P E++m
P
—p,+ (Ey +m) ——— =0,
p. + (B ) E. +m

Dz + Z.py

—(pa ) E
(po +ipy) + (i +m) p—
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Dla pozostatych rozwigzan rachunki przebiegaja podobnie. Pouczajace jest sparwdzi¢
warunek ortogonalno$ci miedzy rozwigzaniami o dodatniej i ujemnej energii. Na przyktad

7% 5w 1 0] (1)
u® T — po—ipy
E++m
____ Pz
E++m
) R S
= =0. 30.32
E_—m - Ei+m ( )
Otrzymali$my zero gdyz £E_ = —F,.

Rozwiazania (30.30) i (30.31) mozna unormowac

1

ul — — : (30.33)
VIt /(s - m)p
Latwo przekonaé sie, ze rownanie ciaglosvi jest spelnione i ze mamy
P =yty, § = cytay. (30.34)

Aby do konica zrozumieé¢ znaczenie fizyczne rozwiazan (30.30) i (30.31) zdefinujmy
operator spinu

. h[F 0
2_5[0 5} (30.35)

Dzialajac tym operatorem na rozwiaznia "w spoczynku": 7 = 0 otrzymujemy, ze u(l?)

odpowiadaja rozwigzaniom o s3 = +h/2 a rozwiazania u>* maja s3 = —h/2. Pojawienie
sie spinu jest konsekwencja niezmienniczosci relatywistyczne;j.
Antyczastki, teoria dziur.
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