
29 Rozpraszanie, przekrój czynny, twierdzenie optyczne

29.1 Przekrój czynny

Rozpraszanie przyj¦ªo si¦ charakteryzowa¢ za pomoc¡ ró»niczkowego przekroju czynnego.
Aby zde�niowa¢ przekrój czynny przypomnijmy sobie najpierw tzw. równanie ci¡gªo±ci

∂

∂t
P (r⃗, t) + ∇⃗ · S⃗ = 0,

gdzie P = |ψ|2 jest g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa a wektor S⃗

S⃗ = − i~
2m

(
ψ∗ ∇⃗ψ − ψ ∇⃗ψ∗

)
(29.1)

nosi nazw¦ g¦sto±ci pr¡du prawdopodobie«stwa. Wektor S⃗ ma wymiar cm/ (s× cm3) =

1/ (s× cm2). Opisuje on zatem liczb¦ cz¡stek padaj¡cych w kierunku S⃗/
∣∣∣S⃗∣∣∣ na jednostk¦

powierzchni, na jednostk¦ czasu. Wygodnie jest jednak przyj¡¢ normalizacj¦, w której
funkcja falowa jest bezwymiarowa. Tak¡ normalizacj¦ przyj¦li±my we wzorze

ψ(r⃗) = ui(r⃗) + Afi ×
eikr

r
(29.2)

(brak czynnika normalizacyjnego przy ui). Wówczas wektor S⃗ opisuje liczb¦ cz¡stek
padaj¡cych w jednostce czasu.

Przez element powierzchni r2dΩ przechodzi w ci¡gu sekundy Nf cz¡stek rozproszonych

Nf = Sr
fr

2dΩ (29.3)

gdzie Sr
f jest skªadow¡ radialn¡ g¦sto±ci pr¡du prawdopodobie«stwa dla funkcji falowej

ψf opisuj¡cej cz¡stki rozproszone

Sr
f = − i~

2m

(
ψ∗
f

∂ψf

∂r
− ψf

∂ψ∗
f

∂r

)
=

~k
mr2

|Afi|2 . (29.4)

gdy» funkcja falowa cz¡stek rozproszonych to

ψf = Afi
eikr

r
. (29.5)

Zwró¢my uwag¦, »e w przyj¦tej przez nas normalizacji Afima wymiar [cm].
Caªkowita liczba cz¡stek padaj¡cych na jednostk¦ czasu dana jest wzorem:

Ni =
∣∣∣S⃗i

∣∣∣ = ~ki
m
. (29.6)

Ró»niczkowy przekrój czynny de�niujemy jako

dσ(θ, φ) =
Nf

Ni

=
Srr

2dΩ∣∣∣S⃗i

∣∣∣ =
k

ki
|Afi|2 dΩ (29.7)
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przy czym dla rozpraszania elastycznego (z zachowan¡ energi¡) mamy

dσ(θ, φ)

dΩ
= |Afi(θ, φ)|2 . (29.8)

Ró»niczkowy przekrój czynny jest wyra»on¡ w jednostkach powierzchni miar¡ prawdopo-
dobie«stwa rozproszenia pod k¡tem θ i φ. Zauwa»my na koniec, »e gdyby±my przyj¦li
inn¡ normalizacj¦ funkcji falowej, to i tak upro±ciªa by si¦ ona we wzorze (29.7)

29.2 Fale kuliste

W rozdziale tym zajmiemy si¦ rozpraszaniem na potencjale sferycznie symetrtycznym
V (r). Dla ruchu o dodatniej energii E = ~2k2/2m radialne równanie Schrödingera ma
posta¢:

d2

dr2
Rkl +

2

r

d

dr
Rkl +

(
k2 − l(l + 1)

r2
− 2m

~2
V (r)

)
Rkl = 0, (29.9)

a peªna funkcja falowa dana jest wzorem

ψklm(r⃗) = Rkl(r)Y
m
l (θ, φ). (29.10)

Na funkcje te narzucimy warunek unormowania∫
d3r ψ∗

k′l′m′ψklm = δll′δmm′ 2πδ(k − k′), (29.11)

co tªumaczy si¦ na funkcje radialne

∞∫
0

dr r2Rk′lRkl = 2πδ(k − k′) (29.12)

(zauwa»my, »e na mocy unormowania f. kulistych l = l′).
Rozwi¡»my równanie (29.9) dla cz¡stki swobodnej, czyli dla V ≡ 0. Jest to w tym

przypadku tzw. sferyczne równanie Bessela. Jego rozwi¡zania s¡ znane jako sferyczne
funkcje Bessela jl(kr) i mo»na otrzyma¢ je przez rozwi¡zanie w postaci szeregu. My
jednak rozwi¡»emy je przy pomocy tricku z podr¦cznika Landaua i Lifszica.

W przypadku l = 0 równanie (29.9) mo»na przepisa¢

d2

dr2
(rRk0) + k2(rRk0) = 0. (29.13)

Równanie to ma dwa rozwi¡zania:

rR = sin kr lub rR = cos kr. (29.14)

Zatem rozwi¡zanie sko«czone w zerze i unormowane ma posta¢

Rk0 = 2
sin kr

r
. (29.15)
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Rozwi¡zanie to znane jest w literaturze matematycznej jako zerowa sferyczna funkcja
Bessel'a pierwszego rodzaju

j0(x) =
sinx

x
(29.16)

a drugie rozwi¡zanie osobliwe w zerze nosi nazw¦ sferycznej funkcji Bessel'a drugiego
rodzaju.

y0(x) = −cos x

x
(29.17)

Dla l ̸= 0 podstawmy
Rkl = rlχkl. (29.18)

Wówczas

χ′′
kl +

2(l + 1)

r
χ′
kl + k2χkl = 0. (29.19)

Zró»niczkujmy równanie (29.19) po r:

χ′′′
kl +

2(l + 1)

r
χ′′
kl +

(
k2 − 2(l + 1)

r2

)
χ′
kl = 0. (29.20)

Dokonajmy teraz podstawienia
χ′
kl = rfkl (29.21)

i podstawmy do równania (29.20):

f ′′
kl +

2(l + 2)

r
f ′
kl + k2fkl = 0. (29.22)

Zauwa»my, »e jest to równanie identyczne z równaniem (29.19) dla l → l + 1. A zatem

fkl = χk l+1

czyli

χk l+1 =
1

r
χ′
kl. (29.23)

St¡d rekurencja

χkl =

(
1

r

d

dr

)l

χk0. (29.24)

W ten sposób mo»na otrzyma¢ u»yteczne wzory rekurencyjne dla sferycznych funkcji
Bessel'a:

jl(x) = xl
(
−1

x

d

dx

)l
sin x

x
, yl(x) = −xl

(
−1

x

d

dx

)l
cosx

x
, (29.25)

które nosz¡ nazw¦ zwi¡zków Rayleigh'a. Kilka pierwszych sferycznych funkcji Bessela ma
posta¢

j1(x) =
sin x

x2
− cos x

x
, y1(x) = −cosx

x2
− sinx

x
,

j2(x) =

(
3

x2
− 1

)
sinx

x
− 3

x2
cosx, y2(x) =

(
− 3

x2
+ 1

)
cosx

x
− 3

x2
sin x.
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Otrzymane w ten sposób funkcje Rkl = rlχkl trzeba odpowiednio unormowa¢:

Rkl = 2(−)l
( r
k

)l
(
1

r

d

dr

)l
sin kr

r

= 2kjl(kr) = 2

√
π

2kr
Jl+1/2(kr). (29.26)

Bardzo u»yteczna jest znajomo±¢ rozwi¡za« Rkl dla du»ych r. Zauwa»my, »e ró»nicz-
kowanie 1/r daje czªony niewiod¡ce, za± ró»niczkowanie sinusa daje

− d

dr
sin kr = −k cos kr = k sin

(
kr − π

2

)
. (29.27)

St¡d ju» ªatwo pokaza¢

Rkl ≈
2

r
sin

(
kr − πl

2

)
. (29.28)

Dla funkcji Bessel'a ozncza to, »e dla du»ych x

jl(x) ∼
sin(x− lπ/2)

x
, yl(x) ∼ −cos(x− lπ/2)

x
. (29.29)

W ogólnym przypadku z potencjaªem V ̸= 0 dla du»ych r odtwarzamy równanie swo-
bodne, ale funkcja Rkl dla maªych r b¦dzie istotnie ró»na od funkcji swobodnej. Wówczas
forma asymptotyczna ma posta¢

Rkl ≈
2

r
sin

(
kr − πl

2
+ δl(k)

)
(29.30)

gdzie funkcje δl(k) nosi nazw¦ przsuni¦cia fazowego.
Ten ostatni wzór ªatwo zrozumie¢ rozpatruj¡c rozpraszanie na niesko«czenie sztywnej

kuli o promieniu a:

V (r) =


∞ dla r < a

0 dla r ≥ a
. (29.31)

Rozpatrzmy l = 0. Wówczas dokªadne rozwi¡zanie speªniaj¡ce warunek brzegowy w r = a

Rk0(a) = 0 (29.32)

ma posta¢

Rk0 = 2
sin k(r − a)

r
= 2

sin(kr − ka)

r
. (29.33)

Czyli
δ0(k) = −ka. (29.34)

Dla dowolnej funkcji parcjalnej zapisujemy

Rkl(r) = Aljl(kr) +Blyl(kr). (29.35)
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Z równania (29.32) wynika
Bl

Al

= − jl(ka)
yl(ka)

. (29.36)

Asymptotycznie dla du»ych r funkcja (29.35) zgodnie ze wzorami (29.29) przyjmuje posta¢

Rkl(r) ∼
1

kr
[Al sin(kr − lπ/2)−Bl cos(kr − lπ/2)]

=

√
A2

l +B2
l

kr

[
Al√

A2
l +B2

l

sin(kr − lπ/2)− Bl√
A2

l +B2
l

cos(kr − lπ/2)

]
. (29.37)

Mo»emy zapisa¢
Al√

A2
l +B2

l

= cos δl, −
Bl√

A2
l +B2

l

= sin δl. (29.38)

Rzeczywi±cie
sin2 δl + cos2 δl = 1 (29.39)

i
−Bl

Al

= tan δl(k) czyli δl(k) = arctan
jl(ka)

yl(ka)
. (29.40)

Wówczas dostajemy

Rkl(r) ∼
√
A2

l +B2
l

kr
[cos δl sin(kr − lπ/2) + sin δl cos(kr − lπ/2)]

=

√
A2

l +B2
l

kr
sin

(
kr − lπ

2
+ δl(k)

)
. (29.41)

Dla l = 0 mamy

δ0(k) = arctan

(
sin(ka)

− cos(ka)

)
= −ka (29.42)

zgodnie ze wzorem (29.34).
Warto zastanowi¢ si¦ nad rozpraszaniem przy maªych energiach k → 0. W tym celu

skorzystamy ze znanych wzorów na zachowanie sferycznych funkcji Bessel'a w zerze:

jl(x) ∼
xl

(2l + 1)!!
, yl(x) ∼ −(2l − 1)!!

xl+1
, (29.43)

gdzie
(2l + 1)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2l + 1). (29.44)

Zatem dla k → 0
tan δl(k) ∼ −(ka)2l+1 (29.45)

co oznacza, »e δl(k → 0) jest maªe i mo»emy tak»e rozwin¡¢ tangens otrzymuj¡c ostatecz-
nie

δl(k) ∼ −(ka)2l+1. (29.46)
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Wynik ten ªatwo zinterpretowa¢ jako �wypychanie� funkcji falowej ze ±rodka kuli. Zatem
dla potencjaªów odpychaj¡cych w przyj¦tej przez nas konwencji przesuni¦cia falowe s¡
ujemne. Stwierdzenie to jest oczywi±cie prawdziwe tylko dla maªych warto±ci δl, gdy»
przesuni¦cia fazowe s¡ okre±lone z doªadno±ci¡ do π. Proporcjonalno±¢ ta jest prawdziwa
dla ka»dego realistycznego potencjaªu, przy czym a ma sens zasi¦gu potencjaªu. Dla
potencjaªów odpychaj¡cych (bariera) znak jest ujemny, dla przyci¡gaj¡cych dodatni.

29.3 Fale parcjalne

Rozwi¡zanie równania Schrödingera (29.9), opisuj¡ce rozparaszanie cz¡stki padaj¡cej na
sferyczny potencjaª wzdªu» osi z powinno mie¢ symetri¦ cylindryczn¡. Ka»de takie roz-
wi¡zanie mo»na rozªo»y¢ na funkcje kuliste o ró»nych l i m = 0. Ten ostatni warunek
wynika z faktu, »e nie mo»e by¢ zale»no±ci od k¡ta φ. Poniewa» takie funkcje kuliste s¡
po prostu wielomianami Legendre'a mamy

Afi =
∞∑
l=0

(2l + 1)al(k)Pl(cos θ). (29.47)

Wspóªczyniki al(k) nazywamy amplitudami l-tej fali parcjalnej. Musimy je dobra¢ tak,
aby na du»ych odlegªo±ciach speªni¢ asymptotyk¦

ψ = eikz + Afi
eikr

r
. (29.48)

Poka»emy najpierw, »e swobodna fala pªaska ma rozwini¦cie

ui(r⃗) = eikz =
∞∑
l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ) (29.49)

Wzór (29.49) mo»na udowodni¢ korzystaj¡c z to»samo±ci

jl(kr) =
1

2il

1∫
−1

d cos θ Pl(cos θ)e
ik cos θ (29.50)

i warunku unormowania wielomianów Legendre'a

1∫
−1

d cos θ Pl(cos θ)Pl′(cos θ) =
2

2l + 1
δll′ . (29.51)

Wyznaczymy teraz wspóªczynniki al(k) dla niezerowego potencjaªu. Na du»ych odle-
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gªo±ciach

jl(kr) =
1

2k
Rkl(r) ∼

1

kr
sin

(
kr − πl

2

)
=

1

2ik

[
ei(kr−πl/2)

r
− e−i(kr−πl/2)

r

]
=

1

2ik
e−iπl/2

[
eikr

r
− e−i(kr−πl)

r

]
. (29.52)

Zauwa»my, »e
e−iπl/2 = (−i)l

i st¡d

ui(r⃗) = eikz =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)

[
eikr

r
− e−i(kr−πl)

r

]
Pl(cos θ). (29.53)

Zatem dla ka»dej fali parcjalnej l mamy fal¦ wychodz¡c¡ i wchodz¡c¡ o takich samych
amplitudach, ale ró»nych fazach.

Z kolei dla caªej funkcji ψ (29.48) mo»emy napisa¢ analogiczne rozwini¦cie asympto-
tyczne

ψ(r⃗) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)Al(k)

[
ei(kr+δl(k))

r
− e−i(kr−πl+δl(k))

r

]
Pl(cos θ), (29.54)

gdzie Al(k) jest pewn¡ staª¡. Poniewa» potencjaª V (r) mody�kuje tylko fal¦ wychodz¡c¡,
to fala wchodz¡ca we wzorze (29.54) i we wzorze (29.53) musz¡ mie¢ taki sam wspóªczyn-
nik. St¡d

Al(k) = eiδl(k) (29.55)

i dalej

ψ(r⃗) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)

[
ei(kr+2δl(k))

r
− e−i(kr−πl)

r

]
Pl(cos θ)

=
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)

[
eikr

r
− e−i(kr−πl)

r

]
Pl(cos θ)

+
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)

[
ei(kr−πl+2δl(k))

r
− eikr

r

]
Pl(cos θ).

Czyli

ψ(r⃗) = eikz +
∞∑
l=0

(2l + 1)
e2iδl(k) − 1

2ik
Pl(cos θ)

eikr

r
(29.56)

i st¡d:

al =
e2iδl(k) − 1

2ik
= eiδl(k)

sin δl(k)

k
(29.57)
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co daje

Afi =
1

k

∞∑
l=0

(2l + 1)eiδl(k) sin δl(k)Pl(cos θ). (29.58)

Warto wprowadzi¢ funkcj¦ Sl zde�niowan¡ jako

Sl(k) = e2iδl(k). (29.59)

Podstawiaj¡c ten ostatni wzór na amplitud¦ rosproszenia i wykonuj¡c caªk¦ po k¡tach
przy pomocy wzoru (29.51) otrzymujemy wzór na caªkowity przekrój czynny

σ =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl(k). (29.60)

Na koniec warto zauwa»y¢, »e czynnik wyst¦puj¡cy w amplitudzie Afi

1

i
(Sl − 1) =

e2iδl(k) − 1

i
=

1

i
(cos 2δl + i sin 2δl − 1)

= sin 2δl − i
(
cos2 δl − sin2 δl − 1

)
= sin 2δl + 2i sin2 δl. (29.61)

Je»eli przypomnimy sobie, »e Pl(1) = 1, to widzimy, »e

ImAfi(θ = 0) =
1

k

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl. (29.62)

A st¡d ju» trywialnie wynika twierdzenie optyczne:

σ =
4π

k
ImAfi(θ = 0). (29.63)

Zauwa»my, »e dla maªych k dla rozpraszania na niesko«czonej kuli mamy (δl(k) ∼
−(ka)2l+1)

σ =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl(k) ≃
4π

k2
δ20(k) ≃ 4πa2. (29.64)

Zwró¢my uwag¦, »e klasycznie spodziewaliby±my si¦, »e σ ≃ πa2 czyli powierzchni widzia-
nej przez strumie« padaj¡cych cz¡stek. Rozbie»no±¢ ta jest wynikiem czysto kwantowym.
Podobnie, klasycznie spodziewaliby±my si¦, »e za kul¡ dla θ = 0 ró»niczkowy przekrój
czynny jest zero, gdy tymczasem kwantowo jest on niezerowy.

29.4 Rozpraszanie na barierze lub sko«czonej studni

Rozwa»my rozpraszanie na potencjale

V =


±V0 dla 0 ≤ r ≤ a

0 dla a < r
,
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gdzie V0 > 0 jest miar¡ wysoko±ci (gªeboko±ci potencjaªu), za± a jego zasi¦giem. Aby
uªatwi¢ sobie dyskusj¦, rozwa»ymy rozpraszanie przy maªych energiach, gdy k → 0, tak
»e dominuj¡cy wkªad do przwkroju czynnego wnosi fala s. Na zewn¡trz studni funkcja
uk(r) = rRk0(r) speªnia znane nam równanie (29.13)

d2

dr2
uk + k2uk = 0. (29.65)

Rozwi¡zanie tego równania zapiszmy jako

uout(r) = A sin(kr + δ0) (29.66)

Wewn¡trz bariery (studni) mamy to samo równanie z

k → k′ =

√
2m

~2
(E ∓ V0). (29.67)

Rozwi¡zaniem speªniaj¡cym warunek brzegowy w r = 0 jest

uin(r) = sin(k′r)

ze staªa normalizacyjn¡ równ¡ 1. Aby otrzyma¢ peªne rozwi¡zanie musimi w r = a zszy¢
funkcje uout i uin oraz ich pochodne, a nast¦pnie dobra¢ staªa normalizacyjn¡ peªnego
rozwi¡zania. Dwa warunki

uout(a) = uin(a), u′
out

(a) = u′
in
(a) (29.68)

pozwalaj¡ wyznaczy¢ A i δ0:

A sin(k′a) = sin(ka+ δ0(k)),

Ak′ cos(k′a) = k cos(ka+ δ0(k)). (29.69)

St¡d dostajemy

δ0(k) = arctan

(
k

k′
tan(k′a)

)
− ka (29.70)

Zauwa»my, »e dla bariery
k′ < k. (29.71)

Pierwsze zero funkcji uin wyst¦puje dla

r0 =
π

k′
> r̃0 (29.72)

gdzie r̃0 jest pierwszym zerem rozwi¡zania swobodnego. Oznacza to, »e krzywizna funkcji
uin jest mniejsza ni» krzywizna rozwi¡zania swobodnego. Dla studni potencjaªu, odwrot-
nie

r0 =
π

k′
< r̃0 (29.73)

krzywizna jest wi¦ksza.
Widzimy, »e w przypadku rozpraszania na sferycznej studni, mo»na dobra¢ tak jej

gª¦boko±¢ i zasi¦g, »e δ0 = π i przekrój czynny zniknie. Zjawisko to nazywa si¦ efektem
Ramsauera-Townsenda i jest obserwowalne do±wiadczalnie.
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29.5 Stany zwi¡zane a bieguny Sl(k)

Przypomnijmy sobie wyprowadzony ju» uprzednio wzór na asymptotyczn¡ pozta¢ równa-
nia Schrödingera

ψ(r⃗) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)

[
ei(kr+2δl(k))

r
− e−i(kr−πl)

r

]
Pl(cos θ).

Widzimy, »e dla l = 0 funkcja ta jest proporcjonalna do

S0(k)
eikr

r
− e−ikr

r
, (29.74)

gdzie

k =

√
2m

~2
E. (29.75)

Przypomnijmy, »e eikr ma sens fali wychodz¡cej a e−ikrfali padaj¡cej. Porównajmy t¦
funkcj¦ z asymptotyczn¡ postaci¡ funkcji falowej stanu zwi¡zanego

e−κr

r
, (29.76)

gdzie

κ =

√
−2m

~2
E. (29.77)

Dla stanów zwi¡zanych E < 0 i

k → iκ czyli
eikr

r
→ e−κr

r
. (29.78)

Istotn¡ ró»nic¡ mi¦dzy funkcjami (29.76) i (29.74) jest to, »e w przypadku stanu zwi¡za-
nego nie mamy do czynienia z analogiem fali padaj¡cej. Oznacza to, »e przeprowadzaj¡c
przdªu»enie analityczne (29.78), stosunek wspóªczynników fali wychodz¡cej do fali pada-
j¡cej dany przez S0(k) musi by¢ niesko«czony. Tylko wówczas czynnik e+κrnie pojawi si¦
w asymptotyce funkcji falowej stanu zwi¡zanego. Jednak»e stany zwi¡zane mog¡ istnie¢
tylko dla skwantowanych warto±ci κn, czyli S0(k) powinno mie¢ bieguny dla dyskretnych
warto±ci urojonego kn = iκn. Mo»na pokaza¢, »e s¡ to bieguny proste.

29.6 Rezonanse

Zgodnie ze wzorem (29.46) spodziewamy si¦, »e tak»e dla sferycznej studni przekrój czynny
b¦dzie znikaª w granicy maªych energii k → 0. Tak jest rzeczywi±cie, za wyj¡tkiem
przypadku, gdy studnia ma takie parametry, »e istnieje w niej stan zwi¡zany o energii
równej zero. Zilustrujmy to przykªadem fali parcjalnej o l = 0, dla której mamy

δ0(k) = arctan

(
k

k′
tan(k′a)

)
− ka ≃ arctan

(
k

k′
tan(k′a)

)
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gdy ka→ 0. Pami¦taj¡c, »e

sin(arctan(x)) =
x√

1 + x2
(29.79)

mamy

sin δ0(k) =
ka tan k′a

k′a√
1 + (ka)2

(
tan k′a
k′a

)2 (29.80)

Wówczas

k′ =

√
2m

~2
(E + V0) ∼ k0 =

√
2mV0
~2

. (29.81)

Je»eli tan(k0a) jest sko«czony to

ka tan k′a
k′a√

1 + (ka)2
(
tan k′a
k′a

)2 ≃ ka
tan k′a

k′a
(29.82)

i w konsekwencji przekrój czynny d¡»y do staªej:

σ0 =
4π

k2
sin2 δ0(k) = 4πa2

(
tan k0a

k0a

)2

. (29.83)

Jednak»e dal pewnych parametrów studni tan k0a mo»e by¢ niesko«czony:

tan k0a = ∞ gdy k0a =

(
n+

1

2

)
π. (29.84)

Jest to warunek na stany zwi¡zane w sferycznej studni potencjaªu dla zerowej energii.
Rzeczywi±cie, dla ujemnej energii −E

k′ =

√
2m

~2
(V0 − E) oraz κ =

√
2m

~2
E (29.85)

i rozwi¡zania maj¡ posta¢

uin = A sin(k′r), uout = e−κr. (29.86)

Warunki zszycia

A sin(k′a) = e−κa,

Ak′ cos(k′a) = −κe−κa. (29.87)

Dziel¡c stronami otrzymujemy warunek na stany zwi¡zane w studni

tan(k′a)

k′a
= − 1

κa
. (29.88)
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Gdy energia zmierza do zera od doªu k′ → k0 oraz κ→ 0 i tangens wybucha.
Zbadajmy granic¦ k → 0:

k′ =

√
2m

~2
(V0 − E) =

√
k20 − k2 = k0 −

1

2

k2

k0
. (29.89)

Wówczas

tan k′a ≃ tan

(
k0a−

k2a

2k0

)
= tan

[(
n+

1

2

)
π − k2a

2k0

]
. (29.90)

Musimy zatem rozwin¡¢ tangens wokóª punktu n+ π/2. Mamy

sin

(
n+

1

2

)
π = (−)n. (29.91)

Dalej

cos

(
π

2
+ nπ − k2a

2k0

)
= − sin

(
nπ − k2a

2k0

)
= (−)n sin

(
k2a

2k0

)
≃ (−)n

k2a

2k0
. (29.92)

St¡d mamy

ka
tan k′a

k′a
≃ k

k0

1
k2a
2k0

=
2

ka
→ ∞. (29.93)

Wówczas

sin2 δ0(k) ≃
ka tan k′a

k′a√
1 + (ka)2

(
tan k′a
k′a

)2 → 1, (29.94)

czyli osi¡ga maksymaln¡ mo»liw¡ warto±¢.
Oznacza to, »e w granicy rozpraszania przy zerowej energii przkrój czynny staje si¦

niesko«czony, je±li studnia ma parametry, które dopuszczaj¡ stan zwi¡zany o zerowej
energii. W tej granicy:

σ0 =
4π

k2
(29.95)

Dla wy»szych fal parcjalnych mo»emy przyj¡¢, »e w okolicy rezonansu (nie dla zerowej
energii)

δl(E) = arctan
Γ/2

E0 − E
. (29.96)

Jest to wzór, który modeluje fakt, »e

tan δl(E) → ∞ gdy E → E0 (29.97)

podobnie jak bylo to w przypadku δ0(k). Wówczas

σl =
4π

k2
(2l + 1) sin2 δl(E) =

4π

k2
(2l + 1)

(
Γ/2

E0−E

)2

1 +
(

Γ/2
E0−E

)2 =
4π

k2
(2l + 1)

(Γ/2)2

(E0 − E)2 + (Γ/2)2
.

(29.98)
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Rysunek 1: Przykªad rezonansu.

Jest to krzywa Breita-Wignera. Taka zale»no±¢ przesuni¦cia fazowego od energii daje si¦
przetªumaczy¢ na zale»no±¢ Sl od energii

Sl = e2iδl =
eiδl

e−iδl
=

cos δl + i sin δl
cos δl − i sin δl

=
1 + i tan δl
1− i tan δl

=
E − E0 − iΓ/2

E − E0 + iΓ/2
. (29.99)

Oznacza to »e funkcja Sl(E) ma bieguny pod osi¡ rzeczywist¡ odpowiadaj¡c¡ rezonansom
E = E0 − iΓ/2.

Dla dodatnich warto±ci rzeczywistego k mamy do czynienia z obszarem �zycznym dla
rozpraszania, gdzie δ0(k) jest rzeczywiste. W granicy k → 0 wzdªu» osi rzeczywistej
δ0 → 0,±π, . . .. T¦ wªasno±¢ mo»na ±ci±le udowodni¢ w nast¦puj¡cy sposób. Daleko od
potencjaªu rozwi¡zanie równania (29.65)

uk(r) ∼ sin(kr + δ0) = sin

(
k

(
r +

δ0
k

))
. (29.100)

Z kolei równanie (29.65) dla k = 0 ma proste rozwi¡zanie

u0(r) = const.(r − a) (29.101)

czyli lini¦ prost¡! Aby zobaczy¢ jak otrzyma¢ z (29.100) lini¦ prosta w granicy k → 0
rozwa»my stosunek

u′0
u0

=
1

r − a
= lim

k→0
k cot

(
k

(
r +

δ0
k

))
. (29.102)

Podstawiaj¡c r = 0 (nawet je±li dla r = 0 nie jest to prawdziwa funkcja falowa) dostajemy

lim
k→0

k cot (δ0(k)) = −1

a
, (29.103)
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gdzie jawnie zaznaczyli±my, »e przesuni¦cie fazowe zale»y od energii. Naturalnym rozwi¡-
zaniem tego równania

lim
k→0

cos (δ0(k))
sin(δ0(k))

−ka

= 1 (29.104)

jest
δ0(k) = −ka± nπ. (29.105)

Podsumowuj¡c
lim
k→0

S0(k) = lim
k→0

ei2δ0(k) = 1. (29.106)

Widzimy zatem, »e S0(k) ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1. bieguny w k = iκn;

2. bieguny rezonansowe;

Dodatkowo mamy nast¦puj¡ce wªasno±ci:

3. |S0(k)| = 1 dla rzeczywistych k > 0 (unitarno±¢);

4. S0(0) = 1 (zachowanie progowe).

Na ogóª mamy te» S0(∞) = 1.
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