29 Rozpraszanie, przekroj czynny, twierdzenie optyczne

29.1 Przekrdj czynny

Rozpraszanie przyjeto sie charakteryzowaé¢ za pomoca rézniczkowego przekroju czynnego.
Aby zdefiniowaé¢ przekrdj czynny przypomnijmy sobie najpierw tzw. rownanie cigglosci

o . o =
&P(T,t)—l-VS—O,

gdzie P = |i)|* jest gestoscia prawdopodobieristwa a wektor S

. K . .

[Sp—_3 (¢* Vi — ¢V¢*> (20.1)
2m

nosi nazwe gestosci prgdu prawdopodobienstwa. Wektor S ma wymiar cm/ (s X cm3) =

1/ (s x em?). Opisuje on zatem liczbe czastek padajacych w kierunku §/ ’5" na jednostke

powierzchni, na jednostke czasu. Wygodnie jest jednak przyja¢ normalizacje, w ktorej
funkcja falowa jest bezwymiarowa. Taka normalizacje przyjeliSmy we wzorze

ikr

e

() = ui(r) + A

(29.2)

(brak czynnika normalizacyjnego przy u;). Wowczas wektor S opisuje liczbe czastek
padajacych w jednostce czasu.
Przez element powierzchni 72dS2 przechodzi w ciagu sekundy N; czastek rozproszonych

Ny = Spr2dS (29.3)

gdzie S} jest skladowa radialna gestosci pradu prawdopodobienstwa dla funkeji falowej
Y opisujacej czastki rozproszone

g Oy oy hk 9
= ——7 7} — | = — |Anl". .

5 2m (wf vr or mr? s (20.4)
gdyz funkcja falowa czastek rozproszonych to

eikr

vy =An—— (29.5)
Zwroémy uwage, ze w przyjetej przez nas normalizacji Apma wymiar [cm].
Catkowita liczba czastek padajacych na jednostke czasu dana jest wzorem:
~ hk;
N; = |S;| = . (29.6)
m
Roézniczkowy przekroj czynny definiujemy jako
N S,r2dQY  k
do(0,p) = =L = 270 = 24,2 dO (20.7)
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przy czym dla rozpraszania elastycznego (z zachowana energia) mamy

do (0, ¢) 2
— 2 = |Ap(0, : 29.8
2 = 145(0,9)] (29.5)
Rozniczkowy przekrdj czynny jest wyrazong w jednostkach powierzchni miarg prawdopo-
dobienstwa rozproszenia pod katem 6 i . Zauwazmy na koniec, ze gdyby$my przyjeli
inna normalizacje funkcji falowej, to i tak uproscita by sie ona we wzorze (29.7)

29.2 Fale kuliste

W rozdziale tym zajmiemy sie rozpraszaniem na potencjale sferycznie symetrtycznym
V(r). Dla ruchu o dodatniej energii £ = h?k*/2m radialne réwnanie Schrédingera ma,
postac:

d? 2d I(l+1) 2m
- el K — S —— = 29.
02 Ry + TdTRkl + ( 2 72 V(T)) Ry =0, ( 9 9)
a pelna funkcja falowa dana jest wzorem
Yrim (T) = Rt (r)Y,™(0, ). (29.10)
Na funkcje te narzucimy warunek unormowania
/d37’ ¢Z/z'm/¢klm = 6[[’6mm’ 271'5(]{3 - kl), (2911)
co ttumaczy sie na funkcje radialne
/d’f‘ T2Rk’lel = 27'('5(]{3 - k’,) (2912)

0

(zauwazmy, ze na mocy unormowania f. kulistych [ =1).

Rozwiazmy rownanie (29.9) dla czastki swobodnej, czyli dla V' = 0. Jest to w tym
przypadku tzw. sferyczne roéwnanie Bessela. Jego rozwiazania sg znane jako sferyczne
funkcje Bessela j;(kr) i mozna otrzymaé je przez rozwigzanie w postaci szeregu. My
jednak rozwigzemy je przy pomocy tricku z podrecznika Landaua i Lifszica.

W przypadku [ = 0 réwnanie (29.9) mozna przepisa¢

2

d
23 (1) + k*(r Rio) = 0. (29.13)

Roéwnanie to ma dwa rozwigzania:
rR = sinkr lub rR = coskr. (29.14)

Zatem rozwiazanie skoiczone w zerze i unormowane ma postac

sin kr

Rig = 2. (29.15)
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Rozwigzanie to znane jest w literaturze matematycznej jako zerowa sferyczna funkcja

Bessel’a pierwszego rodzaju
, sinx
Jo(x) = ~ (29.16)

a drugie rozwiagzanie osobliwe w zerze nosi nazwe sferycznej funkcji Bessel’a drugiego
rodzaju.

cosx
yo(x) = — . (29.17)
Dla [ # 0 podstawmy
Rkl = ’I"l)(kl. (2918)
Wowczas 20+ 1)
_|_
Xia + =X+ Kxm = 0. (29.19)
Zrozniczkujmy rownanie (29.19) po 7:
2(l+1 2(0+1
i+ 2 g (- 2 D) o (29.20)
Dokonajmy teraz podstawienia
X = 7w (29.21)
i podstawmy do réownania (29.20):
2(1+ 2
[ %f,;l + Kk fu = 0. (29.22)
Zauwazmy, 7e jest to rownanie identyczne z rownaniem (29.19) dla ! — [+ 1. A zatem
Tel = Xki+1
czyli
1,
Xki+1 = ;sz- (29.23)
Stad rekurencja
_(ray (29.24)
Xkl = - dr XkO- .

W ten spos6b mozna otrzymaé uzyteczne wzory rekurencyjne dla sferycznych funkeji

Bessel’a: l z
1d i 1d
i = (1) 5w = (<10) 5 )

T dx T T dx T

ktore nosza nazwe zwigzkow Rayleigh’a. Kilka pierwszych sferycznych funkcji Bessela ma
postac

( ) sinx  cosx ( ) cosx sinzx

xTr) = — ) = — —

J .ZU2 x ) )1 ZE2 z 3

. 3 sin x 3 3 cos T 3 .
Jox) = <P_1> —— 3 COS T, yo(z) = (—ﬁ—l—l) —— — sinz.



Otrzymane w ten sposob funkcje Ry = 7' trzeba odpowiednio unormowac:

I
o (T (L d Y sinkr
R =2(=) (k;) (rdr) r

. [
= 2]{7]1(167’) =2 %Jl_i_l/g(/{?’f’). (2926)

Bardzo uzyteczna jest znajomo$¢ rozwigzan Ry dla duzych r. Zauwazmy, ze r6znicz-
kowanie 1/r daje cztony niewiodace, za$ rézniczkowanie sinusa daje

d
= sinkr = —k cos kr = ksin <kr - g) : (29.27)
Stad juz tatwo pokazaé
2 ml
Rkl ~ ; S (k?” — 5) . (2928)

Dla funkcji Bessel’a ozncza to, ze dla duzych x
, sin(x — I /2 cos(x — lm/2
Ji(z) ~ M? yi(x) ~ Rz inf2)

29.29
- . (29.29)

W ogolnym przypadku z potencjatem V' # 0 dla duzych r odtwarzamy réwnanie swo-
bodne, ale funkcja Ry; dla malych r bedzie istotnie rozna od funkeji swobodnej. Wowczas
forma asymptotyczna ma postac

2 l
Rkl =~ ; sin (k‘?“ - % + 51(]{3)) (2930)

gdzie funkcje 6;(k) nosi nazwe przsuniecia fazowego.
Ten ostatni wzor tatwo zrozumieé rozpatrujac rozpraszanie na nieskonczenie sztywnej
kuli o promieniu a:
oo dla r<a
Vir)= . (29.31)
0 dla r>a

Rozpatrzmy [ = 0. Woéwcezas dokladne rozwiagzanie spelniajace warunek brzegowy w r = a

Rio(a) =0 (29.32)
ma postac . .
Ryy— oSl k(r —a) _ 251n(kr — ka). (29.33)
r r
Czyli
do(k) = —ka. (29.34)

Dla dowolnej funkcji parcjalnej zapisujemy

Ry(r) = Aji(kr) + By (kr). (29.35)
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Z roéwnania (29.32) wynika
& _ _jl(ka)
Ay yi(ka)

Asymptotycznie dla duzych r funkcja (29.35) zgodnie ze wzorami (29.29) przyjmuje postaé

. (29.36)

Ru(r) ~ % Assin(kr — 17/2) — By cos(kr — Ir/2)]

VA? + B? A,
kr VA + B?
l

sin(kr — 7 /2) — cos(kr —Im/2)| . (29.37)

B
VA? + B}

Mozemy zapisac

_ A s —— B g (29.38)
et y — = n . .
A? + B} " AT+ B? l
Rzeczywiscie
sin? 0; + cos® §; = 1 (29.39)
i
—By - . o ]l(ka)
e tan 0; (k) czyli  ¢&;(k) = arctan k)’ (29.40)
Woéwcezas dostajemy
VA? 4+ B?
Ry (r) ~ % [cos &y sin(kr — lm/2) + sin 6; cos(kr — Im/2)]
VA? + B I
= # sin (k:r -5+ 5,(k)> : (29.41)
Dla [ = 0 mamy
in(k
do(k) = arctan (%) = —ka (29.42)

zgodnie ze wzorem (29.34).
Warto zastanowi¢ sie nad rozpraszaniem przy malych energiach & — 0. W tym celu
skorzystamy ze znanych wzoréw na zachowanie sferycznych funkcji Bessel’a w zerze:

. ! (20 — 1!
Ji(x) ~ (O yi(x) ~ B (29.43)
gdzie
20+ =1-3-5-...- (21 +1). (29.44)
Zatem dla k — 0
tan &;(k) ~ —(ka)*™ (29.45)

co oznacza, ze 0;(k — 0) jest male i mozemy takze rozwingé tangens otrzymujac ostatecz-
nie

§1(k) ~ —(ka)? . (29.46)
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Wynik ten tatwo zinterpretowac jako ,wypychanie” funkcji falowej ze $§rodka kuli. Zatem
dla potencjalow odpychajacych w przyjetej przez nas konwencji przesuniecia falowe sg
ujemne. Stwierdzenie to jest oczywiscie prawdziwe tylko dla malych wartosci d;, gdyz
przesuniecia fazowe sa okres$lone z dotadnoscia do 7. Proporcjonalnosé ta jest prawdziwa
dla kazdego realistycznego potencjatu, przy czym a ma sens zasiegu potencjatu. Dla
potencjatéow odpychajacych (bariera) znak jest ujemny, dla przyciagajacych dodatni.

29.3 Fale parcjalne

Rozwiazanie rownania Schrodingera (29.9), opisujace rozparaszanie czastki padajacej na
sferyczny potencjal wzdtuz osi z powinno mie¢ symetrie cylindryczna. Kazde takie roz-
wigzanie mozna rozlozyé¢ na funkcje kuliste o réznych [ i m = 0. Ten ostatni warunek
wynika z faktu, ze nie moze by¢ zaleznosci od kata . Poniewaz takie funkcje kuliste sa
po prostu wielomianami Legendre’a mamy

oo

Agi =Y (21 + Day(k)Py(cos 0). (29.47)

=0

Wspolcezyniki a;(k) nazywamy amplitudami [-tej fali parcjalnej. Musimy je dobra¢ tak,
aby na duzych odlegtosciach spetni¢ asymptotyke

ikr
)= 4 Ayl (29.48)
r
Pokazemy najpierw, ze swobodna fala ptaska ma rozwiniecie
ug(7) = e'** = Z(Ql + 1)i'5;(kr) Py(cos 0) (29.49)
1=0
Wzor (29.49) mozna udowodni¢ korzystajac z tozsamosci
1
1 .
Jilkr) = oY /dcos@Pl(cos 0)eikcost (29.50)
i
1
i warunku unormowania wielomianéw Legendre’a
/ 2
/dcos@PZ(cosﬁ)Pp(COSG) =5 1(5”/. (29.51)

-1

Wyznaczymy teraz wspolczynniki q;(k) dla niezerowego potencjalu. Na duzych odle-
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glosciach

k) = = Rya(r) ~ ir sin (k:r - ”—l)

2k k 2
1 ei(krfﬂl/Z) efi(krfwl/2)
~ 2k { r r }
1 ) ikr —i(kr—mnl)
_ ﬂefwrl/2 l:QT _ ef} . (2952)
Zauwazmy, 7e
e—wrl/Q ( Z)l

i stad
—i(kr—mnl)

u; (7) = e* =57 Z 214 1) { GT} Pi(cos ). (29.53)

Zatem dla kazdej fali parcjalnej [ mamy fale wychodzaca i wchodzaca o takich samych
amplitudach, ale réznych fazach.

Z kolei dla catej funkcji ¢ (29.48) mozemy napisa¢ analogiczne rozwiniecie asympto-
tyczne

i(kr+6;(k)) e—i(kr—wl-i—él(k))

1 oo
:_kz (20 + 1) Ay (k { - — . ]PZ(COSQ), (29.54)

gdzie A;(k) jest pewng stala. Poniewaz potencjal V' (r) modyfikuje tylko fale wychodzgcq,
to fala wchodzaca we wzorze (29.54) i we wzorze (29.53) musza mie¢ taki sam wspolezyn-
nik. Stad

Ay(k) = e (29.55)
i dalej
1 & cilkr+28i(k))  o—i(kr—ml)
= 5.7 2l 1 — P 0
Qik;( * ){ ; - ] ) (cos 0)
1 & cikr  o—ilkr—rl)
= — 20+ 1 — N &1 0
2k ;( + ){ . " } )(cos 0)
- pilkr—ml+26,(k)  pikr
— 204+1) | —— — P, 0).
Tk L ( +){ . T} ,(cos )
Czyli
> 2l5l(k) 1 etkr
() = e + Z 20+ 1) 57k ————P(cos h) . (29.56)
i stad:
2i8, (k .
4 = M -1 g sindik) (20.57)

2k k
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co daje

1 :
Apy = - 2(21 + 1)e®® sin §,(k) P,(cos 6). (29.58)
1=0

Warto wprowadzi¢ funkcje S; zdefiniowana jako
Si(k) = e*o®), (29.59)

Podstawiajac ten ostatni wzor na amplitude rosproszenia i wykonujac catke po katach
przy pomocy wzoru (29.51) otrzymujemy wzor na catkowity przekr6j czynny

o= 4WZ(21+ 1) sin? 6, (k). (29.60)

k2
=0

Na koniec warto zauwazy¢, ze czynnik wystepujacy w amplitudzie Ay,

1 2i6,(k) _ 1 1
TS —1) = ST = Z(cos 20 + isin 26 — 1)
1 1 1
=sin2d; — 1 <0082 5, — sin® §; — 1)
= sin 26; + 2isin? 9. (29.61)

Jezeli przypomnimy sobie, ze Pj(1) = 1, to widzimy, ze

1 oo
Im Ap;(0) = 0) = - ; (21 + 1) sin? 4. (29.62)
A stad juz trywialnie wynika twierdzenie optyczne:
4
= % Im Ay (60 =0). (29.63)

Zauwazmy, ze dla maltych k dla rozpraszania na nieskoriczonej kuli mamy (d;(k) ~
—(ka)?+1)

oo

47 )
0=13 (20 + 1) sin? 6; (k) ~ ﬁéz(k) ~ 4ma®. (29.64)
1=0
Zwroémy uwage, ze klasycznie spodziewaliby$my sie, ze o ~ ma? czyli powierzchni widzia-
nej przez strumien padajacych czastek. Rozbieznosé¢ ta jest wynikiem czysto kwantowym.
Podobnie, klasycznie spodziewaliby$my sie, ze za kulg dla 6 = 0 rozniczkowy przekroj
czynny jest zero, gdy tymczasem kwantowo jest on niezerowy.

29.4 Rozpraszanie na barierze lub skornczonej studni
Rozwazmy rozpraszanie na potencjale

+Vp dla 0<r<a
V= ,
0 dla a<r
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gdzie Vy > 0 jest miara wysokosci (glebokosci potencjatu), zas a jego zasiegiem. Aby
utatwi¢ sobie dyskusje, rozwazymy rozpraszanie przy malych energiach, gdy £ — 0, tak
ze dominujacy wktad do przwkroju czynnego wnosi fala s. Na zewnatrz studni funkcja
uk(r) = rRyo(r) spelia znane nam réownanie (29.13)

d? 9
il + Ku, = 0. (29.65)
Rozwiazanie tego rOwnania zapiszmy jako
Uout (1) = Asin(kr + &) (29.66)

Wewnatrz bariery (studni) mamy to samo réwnanie z

>
koK = h—?(E ¥ Vo). (29.67)

Rozwiazaniem spekliajacym warunek brzegowy w r = 0 jest
Ui (r) = sin(k'r)

ze stata normalizacyjng rowng 1. Aby otrzymaé pelne rozwigzanie musimi w r = a zszy¢
funkcje wugy 1 u;, oraz ich pochodne, a nastepnie dobra¢ stala normalizacyjna pelnego
rozwigzania. Dwa warunki

ot (0) = i (@), y(a) = uly(a) (29.68)
pozwalaja wyznaczyé¢ A i dg:

Asin(k'a) = sin(ka + do(k)),

Ak cos(K'a) = kcos(ka + do(k)). (29.69)
Stad dostajemy
k
do(k) = arctan (? tan(k:'a)) —ka (29.70)
Zauwazmy, ze dla bariery
K < k. (29.71)
Pierwsze zero funkcji u;, wystepuje dla
7T -
To= 135>0 (29.72)

gdzie 7 jest pierwszym zerem rozwiazania swobodnego. Oznacza to, ze krzywizna funkcji
Ui, jest mniejsza niz krzywizna rozwiagzania swobodnego. Dla studni potencjatu, odwrot-
nie _—
g = E <Tp (2973)

krzywizna jest wieksza.

Widzimy, ze w przypadku rozpraszania na sferycznej studni, mozna dobra¢ tak jej
glebokos¢ i zasieg, ze 09 = 7 i przekrdj czynny zniknie. Zjawisko to nazywa sie efektem
Ramsauera-Townsenda i jest obserwowalne do$wiadczalnie.
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29.5 Stany zwigzane a bieguny S;(k)

Przypomnijmy sobie wyprowadzony juz uprzednio wzér na asymptotyczna pozta¢ rowna-
nia Schrédingera

1 0 ei(kr—l—?dl(k)) e—i(kr—ﬂ'l)
r) = — 20+ 1 — P 0).
o0 = g ) | | Picost)
Widzimy, ze dla | = 0 funkcja ta jest proporcjonalna do
eikr e—ikr
So(k — 29.74
0( ) r r ( )
gdzie
2m

Przypomnijmy, ze ¢’*" ma sens fali wychodzacej a e~*"fali padajacej. Poréwnajmy te

funkcje z asymptotyczna postacia funkcji falowej stanu zwigzanego

29.76
—, (29.76)
gdzie
2m
Dla stanéw zwigzanych E < 0 i
‘ ) ezkr e
k —ix czyli — (29.78)
r r

Istotng roznica miedzy funkcjami (29.76) i (29.74) jest to, ze w przypadku stanu zwigza-
nego nie mamy do czynienia z analogiem fali padajacej. Oznacza to, ze przeprowadzajac
przdiuzenie analityczne (29.78), stosunek wspolezynnikow fali wychodzacej do fali pada-
jacej dany przez So(k) musi by¢ nieskoriczony. Tylko wowczas czynnik et nie pojawi sie
w asymptotyce funkeji falowej stanu zwiazanego. Jednakze stany zwiazane moga istniec¢
tylko dla skwantowanych wartosci s, czyli So(k) powinno mieé¢ bieguny dla dyskretnych
wartosci urojonego k, = is,. Mozna pokazaé, ze sa to bieguny proste.

29.6 Rezonanse

Zgodnie ze wzorem (29.46) spodziewamy sie, ze takze dla sferycznej studni przekroj czynny
bedzie znikal w granicy matych energii £ — 0. Tak jest rzeczywiscie, za wyjatkiem
przypadku, gdy studnia ma takie parametry, ze istnieje w niej stan zwigzany o energii
rownej zero. Zilustrujmy to przyktadem fali parcjalnej o [ = 0, dla ktoérej mamy

k k
do(k) = arctan <E tan(lda)) — ka ~ arctan (E tan(k’a))
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gdy ka — 0. Pamietajac, ze

in(arctan(z)) = ——
sin(arctan(z)) = ——
V1422
mamy
ka tank’
sin 50
\/1 ka tank’ )
Woéwcezas

2mV
K= h2 (E+‘/(J>Nk0 \/ 0-

Jezeli tan(koa) jest skoriczony to

/!
ka tank tan k'a
~ ka

\/1 k’CL tank a) K'a

i w konsekwencji przekrdj czynny dazy do stalej:

4
oo = T sin 200(k) = 4ma® (

tan kga 2
k2

k‘oa

Jednakze dal pewnych parametréow studni tan kga moze by¢ nieskoriczony:

1
tankpa = oo gdy koa:(n+§>7r

(29.79)

(29.80)

(29.81)

(29.82)

(29.83)

(29.84)

Jest to warunek na stany zwigzane w sferycznej studni potencjatu dla zerowej energii.

Rzeczywiscie, dla ujemnej energii —F

2m 2m
K = =) —(Vo—FE) oraz k= h2E

1 rozwigzania maja postac
U = Asin(k'r),  uoyw =€
Warunki zszycia

Asin(k'a) = e™",
Ak cos(K'a) = —ke™",

Dzielac stronami otrzymujemy warunek na stany zwigzane w studni

tan(k'a) 1

kKa Ka
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Gdy energia zmierza do zera od dotu k£’ — k¢ oraz k — 0 i tangens wybucha.
Zbadajmy granice k — 0:

2m 1k2
kE = =k} — k2 =ky— -—. 29.
0 T (29.89)

2 1 2
tan k'a ~ tan (k‘oa - k—) = tan {(n + —) T— k—} (29.90)

Wowczas

2k 2 2ko

Musimy zatem rozwina¢ tangens wokol punktu n + 7/2. Mamy
1
sin <n + 5) T=(=)" (29.91)
Dalej

cos (T nm— 20Y _ g _ R _ g (B0 o (oypkoe (29.92)
9 nim 2k0 = 1mn | nmw 2k0 = 11 2k0 ~ 2]{;0 .

Stad mamy
tank’'a k1 2

k = — — 00. 29.93
“Ha Tk Fa  ka | ° (29.93)
2ko
Wowcezas
katank’
sin® 6 (k — 1, (29.94)

i ey (e

czyli osiaga maksymalng mozliwa wartosc.
Oznacza to, ze w granicy rozpraszania przy zerowej energii przkréj czynny staje sie
nieskoniczony, jesli studnia ma parametry, ktére dopuszczaja stan zwigzany o zerowej

energii. W tej granicy:
47

Uozﬁ

Dla wyzszych fal parcjalnych mozemy przyja¢, ze w okolicy rezonansu (nie dla zerowej
energii)

(29.95)

0 (F) = arctan E:ZQE' (29.96)
Jest to wzor, ktory modeluje fakt, ze
tan 6,(E) — oo gdy E — Ej (29.97)
podobnie jak bylo to w przypadku do(k). Wowczas
4 A <E1;/—2E)2 A (T'/2)?
0= 15 — (21 + 1)sin® §(E) = 12 — (20 + l)m = ﬁ@l +1) (Eo E)2 n (I‘/2)2'
: (29.98)
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Rysunek 1: Przyktad rezonansu.

Jest to krzywa Breita-Wignera. Taka zalezno$¢ przesuniecia fazowego od energii daje sie
przettumaczy¢ na zalezno$¢ S; od energii

e  cosd +isind, 1+itand, E— Ey—il/2

o € _ _ _ 29.99
l € e~ CcOS 6[ — 7 sin (5[ 1 —¢tan 5[ E— EO + lr/2 ( )

Oznacza to ze funkcja S;(F) ma bieguny pod osia rzeczywista odpowiadajaca rezonansom
E = Ey—il')2.

Dla dodatnich wartosci rzeczywistego kK mamy do czynienia z obszarem fizycznym dla
rozpraszania, gdzie (k) jest rzeczywiste. W granicy k& — 0 wzdluz osi rzeczywistej
0o — 0,=%m,.... Te wltasno$é mozna $cisle udowodni¢ w nastepujacy sposob. Daleko od
potencjalu rozwiazanie rownania (29.65)

J
ug(r) ~ sin(kr + dg) = sin (k: (T + EO)) . (29.100)
Z kolei rownanie (29.65) dla & = 0 ma proste rozwiazanie
uop(r) = const.(r — a) (29.101)

czyli linie prosta! Aby zobaczy¢ jak otrzymaé z (29.100) linie prosta w granicy k& — 0

rozwazmy stosunek
uf 1 . do
= =limkcot (k|7 + =) (29.102)

ug r—a k=0

Podstawiajac r = 0 (nawet jesli dla » = 0 nie jest to prawdziwa funkcja falowa) dostajemy

lim k& cot (6o(k)) = —1, (29.103)

k—0 a
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gdzie jawnie zaznaczylisémy, ze przesuniecie fazowe zalezy od energii. Naturalnym rozwia-

zaniem tego réwnania

. cos (0(k))
W )
—ka
jest
do(k) = —ka £ nm
Podsumowujac

lim Sy(k) = lim e™0®) = 1,
k—0 k—0

Widzimy zatem, ze Sy(k) ma nastepujace wlasnosci:
1. bieguny w k = is,;

2. bieguny rezonansowe;

Dodatkowo mamy nastepujace wlasnosci:
3. [So(k)| = 1 dla rzeczywistych k > 0 (unitarnosc);

4. Sy(0) = 1 (zachowanie progowe).
Na ogol mamy tez Sp(oo) = 1.
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(29.104)

(29.105)

(29.106)



