
28 Rozpraszanie, przybli»enie Borna

28.1 Równanie Schrödingera

W trzech wymiarach spróbujemy skonstruowa¢ schemat kolejnych przybli»e«, który po-
zwoli znale¹¢ nam szukan¡ funkcj¦ falow¡. Odpowiednio daleko od obszaru dziaªania
potencjaªu zarówno cz¡stka padaj¡ca (i) jak i rozproszona (f) b¦d¡ opisane falami pªa-
skimi:

ui(r⃗) = eik⃗ir⃗, uf (r⃗) = eik⃗f r⃗. (28.1)

Warto zauwa»y¢, »e o ile kierunek p¦du cz¡stki padaj¡cej mo»emy wybra¢ np. jako
kierunek osi z, to kierunek cz¡stki rozproszonej, czyli k⃗f , mo»e by¢ dowolny. G¦sto±¢
strumienia cz¡stek padaj¡cych jest w przypadku trójwymiarowym wektorem i wynosi

S⃗i = − ih̄

2m

(
u∗i (x)∇⃗ui(x)− ui(x)∇⃗u∗i (x)

)
=

h̄

m
k⃗i. (28.2)

Zauwa»my, »e za funkcj¦ ui przyj¦li±my nieznormalizowan¡ fal¦ pªask¡ (28.1). Skªadowe

wektora S⃗i maj¡ podobnie jak w przypadku jednowymiarowym wymiar pr¦dko±ci, czyli
liczby padaj¡cych cz¡stek na jednostk¦ czasu.

Równanie Schrödingera (
∇2 + k2

)
ψ(r⃗) =

2m

h̄2
V (r⃗)ψ(r⃗) (28.3)

zamienimy w równanie caªkowe i b¦dziemy go rozwi¡zywa¢ iteracyjnie. Warto tu za-
uwa»y¢, »e (28.3) mo»na potraktowa¢ jako niejednorodne równanie ró»niczkowe drugiego
rz¦du, gdzie czªonem ¹ródªowym jest

j(r⃗) =
2m

h̄2
V (r⃗)ψ(r⃗). (28.4)

Takie potraktowanie równania (28.3) jest w pewnym sensie niestandardowe, gdy» na ogóª
¹ródªem jest znana, zadana funkcja, a nie funkcja zawieraj¡ca funkcj¦ poszukiwan¡ (w
tym wypadku ψ).

28.2 Funkcja Greena

Rozwi¡zanie niejednorodnego równania typu(
∇2

r + k2
)
ψ(r⃗) = j(r⃗) (28.5)

znajdujemy konstruuj¡c funkcj¦ Greena zde�niowan¡ jako(
∇2

r + k2
)
G(r⃗, r⃗′) = δ(3) (r⃗ − r⃗′) . (28.6)

Wówczas

ψ(r⃗) = ui(r⃗) +

∫
d3r′G(r⃗, r⃗′)j(r⃗′), (28.7)

168



gdzie czªon jednorodny zostaª tak dobrany, by w granicy j = 0 (brak potencjaªu), ψi

redukowaªo si¦ do funkcji falowej cz¡stki padaj¡cej.
Aby znale¹¢ funkcj¦ Greena zapiszmy funkcj¦ δ oraz G(r⃗− r⃗′) (f. Greena zawsze zale»y

od ró»nicy argumentów) w postaci transformaty Fouriera:

δ(3) (r⃗ − r⃗′) =

∫
d3q

(2π)3
eiq⃗(r⃗−r⃗′),

G(r⃗ − r⃗′) =

∫
d3q

(2π)3
eiq⃗(r⃗−r⃗′)G̃(q⃗), (28.8)

Podstawiaj¡c (28.8) równania do obu stron równania (28.6) otrzymujemy

G̃(q⃗) =
1

k2 − q2
. (28.9)

Widzimy zatem, »e po pierwsze funkcja Greena G̃ nie zale»y od kierunku, a po drugie, »e
mo»emy mie¢ kªopoty z drug¡ transformat¡ Fouriera (28.8), »eby wyliczy¢ G. Rzeczywi-
±cie

G(x⃗) =

∫
d3q

(2π)3
eiq⃗x⃗

1

k2 − q2
(28.10)

nie jest dobrze okre±lona dla k = q. Zanim zajmiemy si¦ t¡ trudno±ci¡, wykonajmy caªk¦
po k¡tach:

G(x⃗) =

∞∫
0

q2dq

(2π)3
1

k2 − q2

π∫
0

dφ

1∫
−1

d cos θ eiqx cos θ

=
1

(2π)2
1

ix

∞∫
0

qdq

k2 − q2
(
eiqx − e−iqx

)
. (28.11)

Je±li w drugiej caªce zamieni¢ q → −q to otrzymamy

G(x) =
i

(2π)2x

∞∫
−∞

qdq

(q − k)(q + k)
eiqx, (28.12)

gdzie opu±cili±my znak wektora nad x, gdy» jak wida¢, funkcja G(x) zale»y tylko od
moduªu x = |x⃗|.

Caªk¦ po osi rzeczywistej mo»emy wykona¢ domykaj¡c kontur caªkowania w górnej
póªpªaszczy¹nie zespolonego q, gdy» x > 0. W tym celu, trzeba dokona¢ wyboru, jak
obej±¢ bieguny w punktach q = ±k. Po pierwsze, je»eli oba bieguny obejdziemy gór¡ to
dostaniemy w wyniku zero. A zatem zostaj¡ trzy mo»liwo±ci

• albo q = −k−iε (a) i q = k+iε (d), wówczas tylko ten drugi biegun daje przyczynek

G+(x) = − 1

4πx
eikx, (28.13)
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Rysunek 1: Osobliwo±ci w pªaszczy¹nie zespolonego q.

• wzgl¦dnie q = −k + iε (b) i q = k − iε (c) i wtedy

G−(x) = − 1

4πx
e−ikx, (28.14)

• oraz kiedy oba bieguny obejdziemy doªem (b, d), wówczas

G(x) =
1

2
G+(x) +

1

2
G−(x). (28.15)

Wybrali±my tu czynnik 1/2 aby speªnione byªo równanie (28.6).

O tym któr¡ mo»liwo±¢ wybra¢, zadecyduje asymptotyka otrzymanych rozwi¡za«. Za-
uwa»my, »e dla du»ych r mamy

x = |r⃗ − r⃗′| =
√
r2 + r′2 − 2rr′ cos θ

≃ r

√
1− 2

r′

r
cos θ ≃ r − r′ cos θ (28.16)

i dalej
kx ≃ kr − k⃗f r⃗

′, (28.17)

gdzie

k⃗f = k
r⃗

r
(28.18)

jest wektorem skierowanym wzdªu» promienia r⃗ o module równym k (zachowanie energii!).
Zatem, je±li we wzorze (28.7) u»y¢ G+ to cz¦±¢ niejednorodna funkcji ψ zachowuje si¦ jak
eikr, a wi¦c jak wychodz¡ca od centrum fala kulista. Z kolei G− opisuje wchodz¡c¡ do
centrum fal¦ kulist¡. W celu opisania rozproszenia za G musimy przyj¡¢ G+.
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→r '

Rysunek 2: Przybli»enie du»ych odlegªo±ci.

28.3 Amplituda rozpraszania

Podstawiaj¡c do (28.7) G+ i j dane równaniem (28.4) otrzymujemy:

ψ(r⃗) = ui(r⃗)−
m

2πh̄2

∫
d3r′

eik|r⃗−r⃗′|

|r⃗ − r⃗′|
V (r⃗′)ψ(r⃗′). (28.19)

Równanie to b¦dziemy rozwi¡zywa¢ perturbacyjenie zakªadaj¡c, »e V jest �maªe�. Najle-
piej jest to zrobi¢ wprowadzaj¡c parametr λ

V → λV (28.20)

i rozwijaj¡c
ψ = ψ(0) + λψ(1) + λ2ψ(2) + . . . (28.21)

Otrzymujemy wówczas rekurencj¦

ψ(0)(r⃗) = ui(r⃗),

ψ(n)(r⃗) = − m

2πh̄2

∫
d3r′

eik|r⃗−r⃗′|

|r⃗ − r⃗′|
V (r⃗′)ψ(n−1)(r⃗′) (28.22)

co daje

ψ(1)(r⃗) = − m

πh̄2

∫
d3r′

eik|r⃗−r⃗′|

|r⃗ − r⃗′|
V (r⃗′)ui(r⃗

′)

ψ(2)(r⃗) =

(
m

πh̄2

)2 ∫
d3r′

eik|r⃗−r⃗ ′|

|r⃗ − r⃗ ′|
V (r⃗ ′)

∫
d3r′′

eik|r⃗
′−r⃗ ′′|

|r⃗ ′ − r⃗ ′′|
V (r⃗ ′′)ui(r⃗

′′) (28.23)

i tak dalej. Zauwa»my, »e dla r ≫ r′ i dla zlokalizowanych potencjaªów mo»emy u»y¢
przybli»enia (28.16) i (28.17) pod pierwsz¡ caªk¡ po dr′:

ψ(1)(r⃗) = − m

πh̄2

∫
d3r′e−ik⃗f r⃗ ′

V (r⃗′)ui(r⃗
′)× eikr

r
(28.24)

ψ(2)(r⃗) =

(
m

πh̄2

)2 ∫
d3r′e−ik⃗f r⃗′V (r⃗ ′)

∫
d3r′′

eik|r⃗
′−r⃗ ′′|

|r⃗ ′ − r⃗ ′′|
V (r⃗ ′′)ui(r⃗

′′)× eikr

r
.
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Wzór (28.24) ma bardzo prost¡ interpretacj¦ �zyczn¡: kolejne przybli»enia odpowiadaj¡
kolejnym rozproszeniom na potencjale V przeplatanym propagacj¡ swobodn¡ opisan¡
funkcj¡ Greena (28.13).

Wida¢ zatem, »e ogólna posta¢ funkcji falowej daje si¦ zapisa¢ jako

ψ(r⃗) = ui(r⃗) + Afi ×
eikr

r
, (28.25)

gdzie

Afi = − m

2πh̄2

∫
d3r′u∗f (r⃗

′)V (r⃗′)ψ(r⃗′) = − m

2πh̄2
⟨uf |V |ψ⟩ (28.26)

jest amplitud¡ rozpraszania od stanu i (zauwa»my, »e funkcja ψ w przypadku braku od-
dziaªywania redukuje si¦ do funkcji ui) do stanu f . Amplituda ma wymiar dªugo±ci i

nie zale»y od r a tylko od k¡tów (poprzez k⃗f ). Podstawiaj¡c za ψi kolejne przybli»e-
nia (28.24) otrzymujemy kolejne przybli»enia dla amplitudy rozpraszania. W pierwszym
rz¦dzie dostajemy tzw. przybli»enie Borna:

Afi = − m

2πh̄2

∫
d3r′u∗f (r⃗

′)V (r⃗ ′)ui(r⃗
′)

= − m

2πh̄2

∫
d3r′e−i(k⃗f−k⃗i) r⃗

′
V (r⃗ ′). (28.27)

czyli transformat¦ Fouriera potencjaªu. Warto zauwa»y¢, »e tak zde�niowana amplituda
Afi ma wymiar dªugo±ci.
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