28 Rozpraszanie, przyblizenie Borna

28.1 Roéwnanie Schrodingera

W trzech wymiarach sprobujemy skonstruowac¢ schemat kolejnych przyblizen, ktory po-
zwoli znalez¢ nam szukana funkcje falowa. Odpowiednio daleko od obszaru dzialania
potencjatu zarowno czastka padajaca (i) jak i rozproszona (f) beda opisane falami ptla-
skimi: B B

w;(7) = ™7 us(7) = e, (28.1)
Warto zauwazy¢, ze o ile kierunek pedu czastki padajacej mozemy wybraé¢ np. jako
kierunek osi z, to kierunek czastki rozproszonej, czyli Ef, moze by¢ dowolny. Gestosé
strumienia czastek padajacych jest w przypadku trojwymiarowym wektorem i wynosi

Si:__(?* Vuy(2) — u(2)Vu ):—ki. 98.2
2 (wt @) Vule) — i) Vi () = (28.2)
Zauwazmy, ze za funkcje u; przyjelismy nieznormalizowang fale plaska (28.1). Sktadowe
wektora S; maja podobnie jak w przypadku jednowymiarowym wymiar predkosci, czyli

liczby padajacych czastek na jednostke czasu.
Roéwnanie Schrodingera

(V2 4 12) () = 3V ()(7) (28.3)

zamienimy w réwnanie caltkowe i bedziemy go rozwigzywacé iteracyjnie. Warto tu za-

uwazy¢, ze (28.3) mozna potraktowa¢ jako niejednorodne réwnanie rézniczkowe drugiego
rzedu, gdzie cztonem Zrédlowym jest

() = ZEV () (28.4)

Takie potraktowanie rownania (28.3) jest w pewnym sensie niestandardowe, gdyz na ogot
zrodlem jest znana, zadana funkcja, a nie funkcja zawierajaca funkcje poszukiwang (w
tym wypadku ).

28.2 Funkcja Greena

Rozwiazanie niejednorodnego réwnania typu
(V7 +E2) 9(r) = j(7) (28.5)
znajdujemy konstruujac funkcje Greena zdefiniowana jako
(V24K G, i) = 6@ (7 — 7). (28.6)
Woéwcezas

wmzwm+/&@mﬂmm, (28.7)
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gdzie czlon jednorodny zostal tak dobrany, by w granicy j = 0 (brak potencjalu), v,
redukowato sie do funkcji falowej czastki padajace;j.

Aby znalez¢ funkcje Greena zapiszmy funkcje 6 oraz G(7"—7") (f. Greena zawsze zalezy
od roznicy argumentoéw) w postaci transformaty Fouriera:

o d’q G
53 (F—7) = / (QW)SQ qr=r)
L Pq i
G(T - T ) == (27)36 G((j), (288)

Podstawiajac (28.8) rownania do obu stron rownania (28.6) otrzymujemy

~ 1
Widzimy zatem, ze po pierwsze funkcja Greena G nie zalezy od kierunku, a po drugie, ze
mozemy mie¢ klopoty z druga transformaty Fouriera (28.8), zeby wyliczy¢ G. Rzeczywi-
Scie

- d’q g 1
G(m)_/(%r)?’e e (28.10)

nie jest dobrze okreslona dla k = ¢q. Zanim zajmiemy sie ta trudnoscia, wykonajmy catke

po katach:
G(@) = / q pa— /dgp/dcosﬁemwse
0

1 1 qdq i —ig
_ 1 W (igw _ p—igw 28.11
(27r)2ix/k:2—q2 (6 ¢ ) (28.11)
0

Jesli w drugiej calce zamieni¢ ¢ — —¢q to otrzymamy

o0

_ b 949 i
G(x)‘@w)?x/ TEDCET N (28.12)

—00

gdzie opusciliSmy znak wektora nad z, gdyz jak wida¢, funkcja G(z) zalezy tylko od
modulu x = |Z|.

Catke po osi rzeczywistej mozemy wykona¢ domykajac kontur catkowania w gornej
polptaszczyznie zespolonego ¢, gdyz x > 0. W tym celu, trzeba dokona¢ wyboru, jak
obejs¢ bieguny w punktach ¢ = k. Po pierwsze, jezeli oba bieguny obejdziemy gora to
dostaniemy w wyniku zero. A zatem zostaja trzy mozliwosci

e albo ¢ = —k—ic (a) i ¢ = k+ie (d), wowczas tylko ten drugi biegun daje przyczynek

1

Gi(z) = —me"’“, (28.13)
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Rysunek 1: Osobliwosci w plaszczyznie zespolonego q.

e wzglednie ¢ = —k +ic (b) i ¢ = k —ie (¢) 1 wtedy

1 .
G_(v) = ——e ™ (28.14)

e oraz kiedy oba bieguny obejdziemy dotem (b, d), wowczas
1 1
G(z) = §G+(I) + §G,(x). (28.15)

WybraliSmy tu czynnik 1/2 aby spelnione bylo rownanie (28.6).

O tym ktora mozliwos¢ wybraé, zadecyduje asymptotyka otrzymanych rozwiazan. Za-
uwazmy, ze dla duzych » mamy

v = |F—7| =Vr2+1r?— 2 cosf
/
~ m/1—2r—c0802r—r'C080 (28.16)
r
i dalej .
kx ~ kr — k7, (28.17)
gdzie
kp= k- (28.18)
r

jest wektorem skierowanym wzdtuz promienia 7o module rownym & (zachowanie energii!).
Zatem, jesli we wzorze (28.7) uzy¢ G to czes¢ niejednorodna funkcji ¢ zachowuje sie jak
e a wiec jak wychodzgca od centrum fala kulista. Z kolei G_ opisuje wchodzgcg do
centrum fale kulistg. W celu opisania rozproszenia za G musimy przyja¢ G..
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Rysunek 2: Przyblizenie duzych odlegtosci.

28.3 Amplituda rozpraszania

Podstawiajac do (28.7) G4 i j dane rownaniem (28.4) otrzymujemy:

m

2k |7 — 7|

() = ui(F) V() (). (28.19)

Roéwnanie to bedziemy rozwiazywaé perturbacyjenie zaktadajac, ze V' jest ,mate”. Najle-
piej jest to zrobi¢ wprowadzajac parametr A

V= AV (28.20)
i rozwijajac
¥ =00 4 M 4 N2p@ 4 (28.21)
Otrzymujemy wowczas rekurencje
VO = (),
(n) _ m d3 /eikz\r—mv N\, (n—1) (= 28.99
WO = gt [ d eV ) (28.22)
co daje
B m okl
w(l)(T’) = _ﬁ d?’?ﬂ’m‘/(’lﬂ)ul(ﬁ)
b0 — () / ey / P ) (28.23)
i =7 7= 7]

i tak dalej. Zauwazmy, ze dla » > 7’ i dla zlokalizowanych potencjalow mozemy uzy¢
przyblizenia (28.16) i (28.17) pod pierwsza catka po dr':

m eik’r

PO = s [ eIV () % (2824)
7h r
(2) m ’ 3.1 —iks i / 3 ”eikIF’—F”I 1" 11 eikr
—» _ e —tky T st > NEZt
() (th) /d r'e V(r )/d r —]F’—F”]V(T Ju (77) % t
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Wzor (28.24) ma bardzo prosta interpretacje fizyczna: kolejne przyblizenia odpowiadaja
kolejnym rozproszeniom na potencjale V' przeplatanym propagacja swobodna opisang
funkcja Greena (28.13).

Wida¢ zatem, ze og6lna postaé funkcji falowej daje sie zapisa¢ jako

ikr

U() = i)+ A x . (28.25)

gdzie

m
Ap = gbwes d%'u}(F’)V(F’)MF’) =512 (up V1) (28.26)
jest amplitudg rozpraszania od stanu i (zauwazmy, ze funkcja ¢ w przypadku braku od-
dzialywania redukuje sie do funkcji w;) do stanu f. Amplituda ma wymiar dtugosci i
nie zalezy od r a tylko od katow (poprzez Ef) Podstawiajac za 1; kolejne przyblize-
nia (28.24) otrzymujemy kolejne przyblizenia dla amplitudy rozpraszania. W pierwszym
rzedzie dostajemy tzw. przyblizenie Borna:

m 3,0, %

Ay = s &r'w (FV (7w (7)
= [ BremiER Ty, (28.27)
orh?

czyli transformate Fouriera potencjatu. Warto zauwazy¢, ze tak zdefiniowana amplituda
Ay; ma wymiar dlugodci.
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