
27 Rachunek zaburze« zale»ny od czasu

Nieco inn¡ klas¦ problemów ni» rozpatrywane do tej pory poszukiwania poziomów energe-
tycznych, stanowi¡ problemy zale»ne od czasu. Je»eli hamiltonian jawnie zale»y od czasu,
nie istniej¡ stacjonarne rozwi¡zania równania Schrödingera. Typowym przykªadem mo»e
tu by¢ oddziaªywanie atomu ze zmiennym polem elektromagnetycznym.

Podobnie jak w przypadku stacjonarnego rachunku zaburze« rozdzielimy hamiltonian

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′(t) (27.1)

przy czym Ĥ ′ jest teraz funkcj¡ czasu. Dla Ĥ0 speªnione jest równanie wªasne

Ĥ0un (r⃗) = Enun(r⃗). (27.2)

Efektem zaburzenia b¦d¡ przej±cia ukªadu mi¦dzy stanami stacjonarnymi |n⟩.
Rozwa»my zale»ne od czasu równanie Schrödingera

i~
∂

∂t
ψ(r⃗, t) = Ĥψ(r⃗, t) (27.3)

i rozwi«my funkcj¦ ψ w bazie rozwi¡za« stacjonarnych

ψ(r⃗, t) =
∑
n

an(t)un(r⃗) e
−iωnt (27.4)

gdzie ωn = En/~. Zauwa»my, »e funkcja ψ z an(t) = const speªnia równanie (27.3) z
Ĥ ′ = 0. Podstawmy (27.4) do równania (27.3)∑

n

(i~ȧn(t) + Enan(t) ) un(r⃗) e
−iωnt =

∑
n

an(t)
(
Enun(r⃗) + Ĥ ′un(r⃗)

)
e−iωnt (27.5)

Pomnó»my (27.5) z lewej strony przez u∗m(r⃗) i scaªkujmy po d3r⃗ korzystaj¡z z ortonor-
malno±ci funkcji un:

i~ȧm(t) e−iωmt =
∑
n

⟨m| Ĥ ′ |n⟩ an(t)e−iωnt (27.6)

St¡d równanie na am ma posta¢

ȧm(t) = − i

~
∑
n

an(t) ⟨m| Ĥ ′ |n⟩ eiωmnt (27.7)

gdzie ωmn = ωm − ωn.
Równanie (27.7) jest równaniem dokªadnym. Zastosujemy teraz trick u»yty ju» w

trakcie dyskusji stacjonarnego rachunku zaburze«, mianowicie zaªo»ymy, »e hamiltonian
Ĥ ′ zawiera maªy parametr λ:

Ĥ ′ → λĤ ′ (27.8)
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a wspóªczynniki a(t) maj¡ posta¢ szeregu

am(t) =
∞∑
k=0

λka(k)m (t). (27.9)

Wówczas równanie (27.7) przyjmuje posta¢:(
ȧ(0)m (t) + λȧ(1)m (t) + λ2ȧ(2)m (t) + . . .

)
= − i

~
∑
n

(
a(0)n (t) + λa(1)n (t) + . . .

)
⟨m|λĤ ′ |n⟩ eiωmnt,

co mo»na przepisa¢ jako zespóª równa« rekurencyjnych:

ȧ(0)m (t) = 0,

ȧ(1)m (t) = − i

~
∑
n

a(0)n (t) ⟨m| Ĥ ′(t) |n⟩ eiωmnt,

ȧ(2)m (t) = − i

~
∑
n

a(1)n (t) ⟨m| Ĥ ′(t) |n⟩ eiωmnt,

. . . (27.10)

Zaªó»my, »e w chwili pocz¡tkowej, np. w t0 = −∞, ukªad znajdowaª si¦ w stanie |k⟩:

a(0)m = δmk lub a(0)m = δ(m− k). (27.11)

Takie a
(0)
m jest oczywi±cie rozwi¡zaniem pierwszego z równa« (27.10). Równanie na pierw-

sz¡ poprawk¦ przyjmuje posta¢

a(1)m (t) = − i

~

t∫
−∞

dt′ ⟨m| Ĥ ′(t′) |k⟩ eiωmkt
′

(27.12)

Konkretna posta¢ a
(1)
m (t) zale»y od ksztaªtu H ′ jak funkcji t.

27.1 Prawdopodobie«stwo przej±cia

Je»eli H ′ byªoby staªe to wówczas otrzymujemy

a(1)m (t) = − i

~
⟨m| Ĥ ′ |k⟩

t∫
−∞

dt′ eiωmkt
′
. (27.13)

W granicy t→ ∞ dostajemy

a(1)m (t) = −2πi

~
⟨m| Ĥ ′ |k⟩ δ

(
1

~
(Em − Ek)

)
. (27.14)
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Widzimy zatem, »e dozwolone ko«cowe stany |m⟩ to stany o tej samej energii, co stan
pocz¡tkowy |k⟩. Jest to wynik intuicyjnie zrozumiaªy, jednak»e w wzorze (27.14) czai si¦
matematyczna puªapka. Tak na prawd¦ wielko±ci¡ mierzaln¡ jest nie tyle funkcja falowa
(27.4) ale kwadrat moduªu. Caªkuj¡c po przestrzeni ψ∗ψ dostajemy∫

d3r⃗ ψ∗ψ =
∑
n,m

a∗mane
iωmnt

∫
d3r⃗ u∗m un =

∑
m

|am(t)|2 = 1. (27.15)

Z powy»szej formuªy wida¢, »e |am(t)|2 ma sens prawdopodobie«stwa, »e w chwili t ukªad
jest w stanie |m⟩. Poniewa» badamy ewolucj¦ ukªadu kwantowego, który na pocz¡tku by
w stanie |k⟩, |am(t)|2nazywamy prawdopodobie«stwem przej±cia do stanu |m⟩.

Jednak»e ze wzoru (27.14) wynika, »e takie prawdopodobie«stwo jest proporcjonalne
do funkcji δ Diraka w kwadracie, czyli do wyra»enia matematycznie ¹le okre±lonego. Aby
nada¢ mu sens posªu»my si¦ nast¦puj¡cym trickiem:

δ2(ω) =
1

2π
lim
T→∞

T/2∫
−T/2

dt eiωt δ(ω) =
1

2π
lim
T→∞

T/2∫
−T/2

dt δ(ω) =
δ(ω)

2π
lim
T→∞

T . (27.16)

Widzimy zatem, »e wielko±ci¡ dobrze okre±lon¡ jest nie tyle prwadopodobie«stwo przej-
±cia, co prwadopodobie«stwo przej±cia na jednostk¦ czasu:

Γk→m = lim
T→∞

|am(t)|2

T
=

2π

~2
∣∣∣ ⟨m| Ĥ ′ |k⟩

∣∣∣2 δ(1

~
(Em − Ek)

)
=

2π

~

∣∣∣ ⟨m| Ĥ ′ |k⟩
∣∣∣2 δ (Em − Ek) . (27.17)

Caªkowite prawdopodobie«stwo przej±cia (do dowolnego stanu ko«cowego) de�niujemy
jako caªk¦

Γ = lim
T→∞

1

T

∫
dEmρ(Em) |am(t)|2 =

∫
dEmρ(Em)Γk→m (27.18)

gdzie funkcja ρ(Em) jest g¦st±ci¡ stanów.
Oczywi±cie trick z podzieleniem prawdopodobie«stwa przez T nie zmienia faktu, »e

prawdopodobie«stwo dla du»ych czasów przekroczy 1. Jest to oczywi±cie sygnaª zaªama-
nia si¦ rachunku perturbacyjnego. Dokªadne rozwi¡zanie równania (27.7) oczywi±cie nie
wykazuje takiej patologii. Typowo dokªadne rozwi¡zania maj¡ posta¢ funkcji trygonome-
trycznej

am(t) ∼ sinωt (27.19)

której rozwiniecie (co odpowiada rachunkowi zaburze«) dla maªych czasów daje am(t) ∼ t.

161



27.2 Zasada nieoznaczono±ci energia-czas

Wzór (27.17) warto wyprowadzi¢ najpierw dla sko«czonych czasów.Wyliczmy caªk¦ (27.13)
dla sko«czonego t0, które mo»emy interpretowa¢ jako czas wª¡czenia staªego zaburzenia

H ′(t) =


0 dla t < t0

H ′ dla t > t0

(27.20)

t∫
t0

dt′ eiωmkt
′

=
i

ωmk

(
eiωmkt0 − eiωmkt

)
= i

eiωmkt0

ωmk

(
1− eiωmk∆t

)
= (27.21)

gdzie ∆t = t− t0. Podnosz¡c do kwadratu

a(1)m (t) =
eiωmkt0

~
⟨m| Ĥ ′ |k⟩

(
1− eiωmk∆t

)
dostajemy

∣∣a(1)m (t)
∣∣2 =

∣∣∣ ⟨m| Ĥ ′ |k⟩
∣∣∣2

~2ω2
mk

(
1− e−iωmk∆t

) (
1− eiωmk∆t

)
=

∣∣∣ ⟨m| Ĥ ′ |k⟩
∣∣∣2

~2ω2
mk

2(1− cosωmk∆t)

=

∣∣∣ ⟨m| Ĥ ′ |k⟩
∣∣∣2

~2
4
sin2 ωmk∆t

2

ω2
mk

. (27.22)

Zauwa»my, »e w module upro±ciª si¦ czynnik eiωmkt0 , ponadto wzór na
∣∣∣a(1)m (t)

∣∣∣2 zale»y

jedynie od ró»nicy czasów ∆t. Warto wykre±li¢ sobie funkcj¦ (27.21):

Widzimy, »e dla sko«czonych ∆t energia stanu ko«cowego nie musi by¢ równa energii
stanu pocz¡tkowego. Nast¦puje tu pewne rozmycie energii, które jest proporcjonalne to
1/∆t. Rzeczywi±cie, je±li zde�niowa¢ szeroko±¢ rozkªadów przedstawionych na rysunku
1 jako np. poªow¦ odlegªo±ci mi¦dzy dwoma pierwszymi (symetrycznymi) zerami funkcji
(27.21)

ωmk∆t

2
= π (27.23)

dostajemy

ωmk ∼
2π

∆t
(27.24)
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Rysunek 1: Zale»no±¢
∣∣∣a(1)m (t)

∣∣∣2 od ωmk dla ∆t = 1 (linia ci¡gªa) i ∆t = 2 (przerywana).

st¡d (przyjmuj¡c ∆E = Em − Ek)

∆t∆E ∼ ~. (27.25)

Warto zaznaczy¢, »e wspóªczynnik proporcjonalno±ci zale»y od de�nicji szeroko±ci (27.22).
Wzór (27.24) jest analogiczny do znanej nam zasady nieoznaczono±ci dla operatorów sprz¦-
»onych. Jednak»e zasada nieoznaczono±ci energia-czas ma zupeªnie inny charakter. Tutaj
zaburzenie H ′ jest odzwierciedleniem wykonanego na ukªadzie pomiaru, który trwa sko«-
czony czas ∆t. W wyniku tego zaburzenia (pomiaru) ukªad mo»e przej±¢ z pewnym
prawdobodobie«stwem do stanu o innej energii, jednak»e im dªu»ej trwa ten pomiar, tym
mniejszy jest zakres prawdopodobnych energii ko«cowych. Wreszcie dla ∆t→ ∞ mo»emy
skorzysta¢ ze wzoru

lim
∆t→∞

1

∆t

sin2 ωmk∆t
2

ω2
mk

4

= 2πδ(ωmk) (27.26)

aby otrzyma¢ wzór (27.17), czyli znikanie rozmycia energii.

27.3 Zaburzenie harmoniczne

Zaªó»my, »e hamiltonian H ′ ma posta¢

H ′(t) = 2V cosωt. (27.27)

Wówczas bardzo ªatwo wykona¢ caªk¦ po t′ we wzorze (27.13) przyjmuj¡c dla wygody
t0 = 0:

a(1)m (t) = − i

~
⟨m|V |k⟩

t∫
0

dt′
(
ei(ωmk+ω)t′ + ei(ωmk−ω)t′

)
(27.28)

=
1

~
⟨m|V |k⟩

(
1− ei(ωmk+ω)t

ωmk + ω
+

1− ei(ωmk−ω)t

ωmk − ω

)
= −2i

1

~
⟨m|V |k⟩

(
ei(ωmk+ω)t/2 sin

(ωmk+ω)t
2

ωmk + ω
+ ei(ωmk−ω)t/2 sin

(ωmk−ω)t
2

ωmk − ω

)
.
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Policzmy teraz kwadrat amplitudy a
(1)
m (t):∣∣a(1)m (t)

∣∣2 =
4

~2
|⟨m|V |k⟩|2 (27.29)(
sin2 (ωmk+ω)t

2

(ωmk + ω)2
+

sin2 (ωmk−ω)t
2

(ωmk − ω)2
+ 2 cosω

sin (ωmk+ω)t
2

sin (ωmk−ω)t
2

ω2
mk − ω2

)
.
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Rysunek 2: Wykres | a(1)m (t) |2 jako funkcji ωmn dla dwu ró»nych czasów. Po lewej stronie
du»e ω, po prawej mniejsze.

Funkcja ta jako funkcja ωmk jest schematycznie przedstawiona na rysunku dla 2 ró»-
nych czasów i dla 2 ró»nych wyborów ω. Widzimy, »e w granicy du»ych t dla ω > 0 czªon
inteferencyjny mo»na zaniedba¢ i prawdopodobie«stwo przej±cia staje si¦ na mocy wzoru
(27.25) sum¡ 2 funkcji δ :

Γk→m = lim
t→∞

∣∣∣a(1)m (t)
∣∣∣2

t

=
2π

~
|⟨m|V |k⟩|2 (δ(Em − Ek + ~ω) + δ(Em − Ek − ~ω)) . (27.30)

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, »e dokonuj¡c formalnego przej±cia z ω → 0 we
wzorze (27.29) nie otrzymamy równania (27.17). Faktycznie, z wyra»enia w nawiasie
otrzymujemy 2δ(Em − Ek), ale V , ze wzgl¦du na de�nicj¦ (27.26), jest równe H ′/2 z
równania (27.17); ostatecznie otrzymujemy tylko 1/2 wyra»enia (27.17). Wi¡»e si¦ to z
tym, »e w granicy ω → 0 nie mo»emy zaniedba¢ czªonu interferencyjnego w równaniu
(27.28).

Z równania (27.29) wynika, »e po dostatecznie dªugim czasie mo»liwe s¡ tylko przej±cia
do stanów o energii

Em = Ek ± ~ω. (27.31)

Poniewa» zaburzenie, które rozpatrywali±my

2 cosωt = eiωt + e−iωt (27.32)
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jest sum¡ dwóch zaburze« o cz¦sto±ciach ±ω, dla zaburzenia eksponencjalnego

H ′(t) = V e±iωt (27.33)

otrzymujemy tzw. zªot¡ reguª¦ Fermiego:

Γk→m =
2π

~
|⟨m|V |k⟩|2 δ(Em − Ek ± ~ω) (27.34)

27.4 Zwi¡zek z obrazem oddziaªyawania

Przypomnijmy sobie, jak zde�niowany jest obraz oddziaªywania

|αI(t)⟩ = eiĤS0t/~ |αS(t)⟩ ,
ÔI(t) = eiĤS0t/~ÔSe

−iĤS0t/~, (27.35)

gdzie stany |αI(t)⟩ speªniaj¡ równanie

i~
d

dt
|αI(t)⟩ = Ĥ ′

I |αI(t)⟩ . (27.36)

Zaªó»my, »e znamy peªne spektrum hamiltonianu Ĥ (nie koniecznie dyskretne), wówczs
równanie Schrödingera zale»ne od czasu daje si¦ zdiagonlizowa¢

i~
d

dt
|nS(t)⟩ = Ĥ |nS(t)⟩ = En |nS(t)⟩ , (27.37)

sk¡d dostajemy
|nS(t)⟩ = e−iEnt/~ |nS(0)⟩ , (27.38)

natomiast element macierzowy

⟨nS(t)| ÔS |mS(t)⟩ = ⟨nS(0)| ÔS |mS(0)⟩ exp(i
En − Em

~
t) (27.39)

Warto zauwa»y¢, »e formuªuj¡c zale»ny od czasu rachunek zaburze« faktycznie prze-
szli±my do obrazu oddziaªywania. Przypomnijmy, »e mieli±my tam do czynienia z rozwi-
n¦ciem na stany wªasne hamiltonianu H0, które oznaczmy jako |nS(t)⟩:

|ψS(t)⟩ =
∑
n=1

|nS(0)⟩ an(t)e−iEnt/~. (27.40)

�atwo si¦ przekona¢, »e
⟨nS(0)|ψS(t)⟩ = an(t)e

−iEnt/~ (27.41)

oraz

⟨nS(0)|ψI(t)⟩ = ⟨nS(0)| eiĤS0t/~ |ψS(t)⟩ =
∑
m

⟨nS(0)| eiĤS0t/~ |mS(0)⟩ ⟨mS(0)|ψS(t)⟩

= eiEnt/~an(t)e
−iEnt/~ = an(t). (27.42)
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Z kolei element macierzowy wyst¦puj¡cy we wzorze (27.41) mo»nza przepisa¢ rozwa-
»aj¡c

⟨mS(0)| ĤI |nS(0)⟩ =
∑
k,l

⟨mS(0)| eiĤS0t/~ |kS(0)⟩ ⟨kS(0)| Ĥ ′
S |lS(0)⟩ ⟨lS(0)| e−iĤS0t/~ |nS(0)⟩

= ⟨mS(0)| Ĥ ′
S |nS(0)⟩ eiωmnt. (27.43)

Zatem równanie (27.12)

i~ȧm =
∑
n

an

⟨
m|Ĥ ′|n

⟩
eiωmnt

jest równowa»ne równaniu

i~
d

dt
⟨mS(0)|ψI(t)⟩ =

∑
n

⟨mS(0)| ĤI |nS(0)⟩ ⟨nS(0)|ψI(t)⟩

= ⟨mS(0)| Ĥ |ψI(t)⟩ , (27.44)

co jest równowa»ne (27.35), gdy» stany |mS(0)⟩ nie zale»¡ od czasu i mo»na je pomin¡¢.
Równanie (27.35) mo»na rozwi¡za¢ wprowadzaj¡c poj¦cie operatora ewolucji w obrazie

oddziaªywania:

|αI(t)⟩ = ÛI(t, t0) |αI(t0)⟩

i~
d

dt
ÛI(t, t0) = Ĥ ′

I(t)UI(t, t0), (27.45)

z warunkiem ÛI(t0, t0) = 1. Gdyby w równaniu (27.44) hamiltonian Ĥ ′
I(t) nie zale»aª od

czasu, rozwi¡zanie byªoby prost¡ eksponent¡

ÛI(t, t0) = exp

(
− i

~
Ĥ ′

I(t− t0)

)
,

jednak»e dla Ĥ ′
I(t) zale»nego od czasu takie rozwi¡zanie nie jest prawdziwe. Przepiszmy

równanie (27.44) w postaci caªkowej (caªkuj¡c stonanmi po dt w graniczch t0 i t):

ÛI(t, t0) = 1− i

~

t∫
t0

dt′ Ĥ ′
I(t

′)UI(t
′, t0). (27.46)

Równanie to ªatwo rozwi¡za¢ iteracyjnie przyjmuj¡c

Ĥ ′
I(t

′) → λ Ĥ ′
I(t

′)

ÛI = 1 + λÛ
(1)
I + λ2Û

(2)
I + . . . (27.47)
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t0

t

= + +

HI (t'' )

HI (t' )

HI (t' )

Rysunek 3: Szereg perturbacyjny dla operatora ewolucji ÛI(t, t0).

Grupuj¡c wspóªczynniki przy jednakowych pot¦gach λ i nast¦pnie kªad¡c λ = 1 otrzymu-
jemy

ÛI(t, t0) = 1− i

~

t∫
t0

dt′ Ĥ ′
I(t

′) +

(
-
i

~

)2
t∫

t0

dt′
t′∫

t0

dt′′ Ĥ ′
I(t

′)Ĥ ′
I(t

′′)

+

(
-
i

~

)3
t∫

t0

dt′
t′∫

t0

dt′′
t′′∫

t0

dt′′′Ĥ ′
I(t

′)Ĥ ′
I(t

′′)Ĥ ′
I(t

′′′) + . . . (27.48)

Interpretacja równania (27.47) jest prosta: podczas ewolucji w czasie od chwili t0 do t
ukªad oddziaªywaje z otoczeniem poprzez hamiltonian H ′

I . W pierwszym kroku nie ma w
ogóle oddziaªywania, w drugim oddziaªywuje tylko raz, w trzeci dwa razy, i.t.d.
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