
25 Atom helu i atomy wieloelektronowe

Równanie Schrödingera dla atomów wieloelektronowych przyjmuje posta¢:
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Ψ(r⃗1, . . . , r⃗Z) = EΨ(r⃗1, . . . , r⃗Z) . (25.1)

Z rozwi¡zaniem tego równania wi¡»¡ si¦ dwa problemy:

1. Po pierwsze musimy jako± uwzgl¦dni¢ wzajemne oddziaªywanie elektronów (ostatni
czªon ∼ 1/ rij). Najpro±ciej byªoby potraktowa¢ to oddziaªywanie jako zaburzenie.
Wtedy zerowe przybli»enie odpowiadaªoby sumie energii pojedynczych elektronów
(wyliczonych ju» dla atomu wodoropodobnego), a poprawki wyliczliby±my przy po-
mocy (zdegenerowanego) rachunku zaburze«. Okazuje si¦ , »e takie przybli»enie nie
jest zbyt dobre i trzeba stosowa¢ inne metody.

2. Drugi problem jest bardziej fundamentalny. Przypu±¢my, »e zastosowali±my rachu-
nek zaburze«. Wówczas stan podstawowy atomu wieloelektronowego odpowiadaªby
kon�guracji, w której wszystkie Z elektronów znajdowaªoby si¦ w stanie podstawo-
wym na najni»szej orbicie. Taki wynik stoi w jawnej sprzeczno±ci z do±wiadczeniem,
które mówi, »e atomy wieloelektromowe maj¡ bogat¡ struktur¦ wynikaj¡c¡ z zapeª-
nienia wy»szych stanów energetycznych. Powstaje pytanie dlaczego.

25.1 Cz¡stki nierozró»nialne i zakaz Pauliego

Aby odpowiedzie¢ na pytanie postawione w punkcie 2 musimy sobie zda¢ spraw¦ z faktu,
»e nie ma sposobu, aby na gruncie mechaniki kwantowej mo»na byªo rozró»ni¢ dwie iden-
tyczne cz¡stki (np. dwa elektrony). Obserwacja ta prowadzi do zasady nierozró»nialno±ci

identycznych cz¡stek, która mówi, »e w zbiorze jednakowych cz¡stek wyst¦puj¡ tylko takie
stany, które nie zmieniaj¡ si¦ (w istotny �zycznie sposób) przy zamianie cz¡stek. Ozna-
cza to »e przy przestawieniu cz¡stki i-tej i k-tej funkcja falowa mno»y si¦ przez czynnik
fazowy ε, który nie wpªywa na prawdopodobie«stwo:

Pik Ψ(. . . r⃗i . . . r⃗k . . .) = Ψ (. . . r⃗k . . . r⃗i . . .) = εΨ(. . . r⃗i . . . r⃗k . . .) . (25.2)

Dwukrotne zastosowanie permutacji cz¡stek i oraz k daje

P2
ik Ψ(. . . r⃗i . . . r⃗k . . .) = ε2Ψ(. . . r⃗i . . . r⃗k . . .) = Ψ (. . . r⃗i . . . r⃗k . . .) , (25.3)

co prowadzi do wniosku, »e
ε = ±1. (25.4)

Nale»y tu zaznaczy¢, »e f. falowa Ψ mo»e mie¢ równie» cz¦±¢ spinow¡, która tak»e ulega
przestawieniu.
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A zatem funkcja falowa opisuj¡ca ukªad wielu nierozró»nialnych cz¡stek mo»e by¢
albo symetryczna przy przestawieniu dowolnej pary albo antysymetryczna. Okazuje si¦,
»e cz¡stki o spinie poªówkowym maj¡ funkcje antysymetryczne (tzw. fermiony), a cz¡stki
o spinie caªkowitym (tzw. bozony) maj¡ funkcje falowe symetryczne. �atwo pokaza¢,
»e funkcja symetryczna (antysymetryczna) w chwili t0 pozostaje symetryczna (antysyme-
tryczna) w chwilach t > t0.

Zauwa»my, »e z antysymetrii funkcji falowej wynika, »e dwa fermiony (elektrony) nie
mog¡ by¢ w tym samym stanie kwantowym, gdy» taka funkcja falowa nie byªaby antysy-
metryczna przy ich przestawieniu. Stwierdzenie to nosi nazw¦ zakazu Pauliego. Zostaªo
ono sformuªowane przez Pauliego w 1925 roku i przyniosªo mu nagrod¦ Nobla.

Zakaz Pauliego tªumaczy struktur¦ elektronow¡ atomów i pozwala zrozumie¢ ich wªa-
sno±ci chemiczne zebrane w roku 1869 w postaci tablicy Mendelejewa. Ciekawy przykªad z
historii �zyki dotycz¡cy zakazu Pauliego stanowiªa zagadka zwi¡zana z odkryciem w roku
1964 cz¡stki Ω−. W my±l modelu kwarków, który przewidziaª jej istnienie zanim zostaªa
odkryta, cz¡stka ta skªada si¦ z trzech identycznych kwarków (tzw. kwarków s), które s¡
fermionami o spinie 1/2, a ka»dy z nich ma ªadunek −2/3. Caªkowity ªadunek cz¡stki Ω−

wynosi −2, a spin s = 3/2. Oznacza to, »e cz¡stka o s3 = 3/2, wbrew zakazowi Pauliego,
skªada si¦ z trzech kwarków w stanie caªkowicie symetrycznym o s3 = 1/2 ka»dy. Roz-
wi¡zanie tej zagadki doprowadziªo do odkrycia teoretycznego opisu oddziaªywa« silnych
odpowiedzialnych za wi¡zanie kwarków w obserwowalne cz¡stki �zyczne. Okazuje si¦, »e
kwarki posiadaj¡ jeszcze jedn¡, nieznann¡ w latach 60-tych liczb¦ kwantow¡, któr¡ po¹niej
nazwano kolorem. Kwarki wchodz¡ce w skªad Ω−s¡ w stanie symetrycznym ze wzgl¦du
na spin i poªo»enie, i antysymetrycznym ze wzgl¦du na kolor, tak »e peªna funkcja falowa
jest antysymetryczna i zakaz Pauliego jest speªniony.

25.2 Atom helu

Zobaczmy na przykªadzie atomu helu, jak zakaz Pauliego wpªywa na spektrum atomów
wieloelektronowych. Energi¦ atomu helu policzymy w rachunku zaburze« przyjmuj¡c za
hamiltonian niezaburzony H0

H0 =
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]
(25.5)

a jako zaburzenie

H1 =
e2

r12
. (25.6)

W rz¦dzie zerowym funkcja falowa Ψ(0)(r⃗1, r⃗2) separuje si¦ na iloczyn funkcji falowych od
zmiennych (1)1 pierwszego i (2) drugiego elektronu:

Ψ(0)(1, 2) = ψ(1)ψ(2)× (cz¦±¢ spinowa). (25.7)

1Przyjmujemy tu oznaczenie (i), które odnosi si¦ b¡d¹ do poªo»enia, b¡d¹ do spinu elektronu (co
wynika z kontekstu)
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Poniewa» H0 jest sum¡ dwóch identycznych hamiltonianów opisuj¡cych atom wodoropo-
dobny funkcje ψ(i) b¦d¡ znanymi nam funkcjami o idenksach n, l,m a odpowiadaj¡ca im
energia

En = −13.6
Z2

n2
[eV] = −54.4

n2
[eV] . (25.8)

Caªkowita energia atomu helu b¦dzie sum¡

E(0)
n1n2

= En1 + En2 . (25.9)

25.2.1 Stan podstawowy

Zastanówmy si¦ teraz jak wygl¡da¢ b¦dzie peªna funkcja falowa stanu podstawowego.
Intuicyjnie jest jasnym, »e aby byª speªniony zakaz Pauliego musimy ka»dy z elektronów
umie±ci¢ na poziomie podstawowym ale ich rzuty spinu s3 musz¡ by¢ przeciwne. Zatem
cz¦±¢ przestrzenna b¦dzie symetryczna

ψn=1
l=0,l3=0(1)ψ

n=1
l=0,l3=0(2) (25.10)

a cz¦±¢ spinowa antysymetryczna

1√
2
(χ+(1)χ−(2)− χ−(1)χ+(2)) . (25.11)

Zauwa»my »e cz¦±¢ spinowa odpowiada caªkowitemu s = 0.
Peªna funkcja falowa stanu podstawowego atomu helu jest niezdegenerowana (cho¢

naiwnie oczekiwaliby±my degeneracji czterokrotnej) i ma posta¢

Ψ
(0)
1 (1, 2) = ψ1

00(1)ψ
1
00(2)

1√
2
(χ+(1)χ−(2)− χ+(2)χ−(1)) . (25.12)

Odpowiadaj¡ca jej energia
E1 = −108.8 [eV] . (25.13)

Nie jest to wynik zgodny z do±wiadczeniem, bowiem energia stanu podstawowego
atomu helu wynosi −79 [eV]. Oczekujemy, »e w wyniku uwzgl¦dnienia poprawki pocho-
dz¡cej od H1 energia ulegnie przesuni¦ciu. Poprawka do energii stanu podstawowego w
pierwszym rz¦dzie rachunku zaburze« ma posta¢

∆E1 = e2
∫
d3r⃗1 d

3r⃗1
|ψ1

00(r⃗1)|
2 |ψ1

00(r⃗2)|
2

r12
=

5

2

e2

2a0
. (25.14)

Poprawka ta jest dodatnia i daje si¦ wyliczy¢ analityczie (Binney & Skinner). Przypo-
mnijmy, »e e2/2a0 jest (minus) energi¡ stanu podstawowego atomu wodoru, czyli

∆E1 = 34 [eV], czyli E1 +∆E1 = −74.8 [eV] (25.15)

Wida¢ zatem, »e zastosowane przybli»enie (25.5,25.6) (tak jak to zaznaczyli±my na wst¦-
pie) nie jest najlepsze (okoªo 5% dokªadno±ci).
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Warto spojrze¢ na funkcj¦ falow¡ (25.12) jako na wyznacznik:

Ψ
(0)
1 (1, 2) =

1√
2!

∣∣∣∣ ψ1
00(1)χ+(1) ψ1

00(2)χ+(2)
ψ1
00(1)χ−(1) ψ1

00(2)χ−(2)

∣∣∣∣ . (25.16)

Wyznacznik (25.16) nosi nazw¦ wyznacznika Slatera i daje si¦ uogólni¢ na stany o N
cz¡stkach. Oznaczmy przez ki zbiór liczb kwantowych numeruj¡cych i-ty stan. W poda-
nym wy»ej przykªadzie k = {n, l, l3, s3}, a dla stanu podstawowego mamy dwie mo»liwo±ci
k1 = {1, 0, 0,+1/2} i k2 = {1, 0, 0,−1/2}. W przypadku wi¦kszej liczby elektronów mamy

Ψ =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψk1(1) ψk1(2) · · · ψk1(N)
ψk2(1) ψk2(2) · · · ψk2(N)

...
...

ψkN (1) ψkN (2) · · · ψkN (N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (25.17)

przy czym je±li liczba stanów jest wi¦ksza ni» liczba elektronów to mo»emy utworzy¢ odpo-
wiednio wi¦cej wyznaczników Slatera wybieraj¡c wszystke mo»liwe podzbiory N stanów.

25.2.2 Pierwszy stan wzbudzony

Pierwszy poziom wzbudzony otrzymamy umieszczaj¡c jeden elektron na poziomie pod-
stawowym n = 1 a drugi na pierwszym poziomie wzbudzonym n = 2. Energia takiej
kon�guracji wynosi

E2 = −54.4

(
1 +

1

4

)
= −68 [eV] . (25.18)

Stan ten jest silnie zdegenerowany i oczekujemy, »e uwzgl¦dnienie poprawki od H1 spo-
woduje przynajmniej cz¦±ciowe zniesienie degeneracji.

Rozwa»my najpierw cz¦±¢ przestrzenn¡ funkcji falowej. Mo»emy skonstruowa¢ 8 funk-
cji (w bazie ψn

lm)

Φ1 = ψ1
00(1)ψ

2
00(2), Φ5 = ψ1

00(1)ψ
2
10(2),

Φ2 = ψ1
00(2)ψ

2
00(1), Φ6 = ψ1

00(2)ψ
2
10(1),

Φ3 = ψ1
00(1)ψ

2
11(2), Φ7 = ψ1

00(1)ψ
2
1−1(2),

Φ4 = ψ1
00(2)ψ

2
11(1), Φ8 = ψ1

00(2)ψ
2
1−1(1). (25.19)

Nie s¡ to jednak funkcje, które speªniaj¡ zasad¦ nierozró»nialno±ci. Mo»emy jednak u-
tworzy¢ kombinacje liniowe

Φ̃1,3,5,7 =
1√
2
(Φ1,3,5,7 − Φ2,4,6,8) , Φ̃2,4,5,8 =

1√
2
(Φ1,3,5,7 + Φ2,4,5,8) , (25.20)

które s¡ antysymetryczne (Φ̃1,3,5,7) lub symetryczne (Φ̃2,4,5,8) przy przestawieniu cz¡stek
1 ↔ 2. Ka»d¡ z tych funkcji musimy przemno»y¢ przez cz¦±¢ spinow¡. Funkcje antysyme-
tryczne musimy przemno»y¢ przez symetryczn¡ cz¦±¢ spinow¡. S¡ trzy takie symetryczne
funkce spinowe

χ+(1)χ+(2),
1√
2
(χ+(1)χ−(2) + χ+(2)χ−(2)) , χ−(1)χ−(2) (25.21)
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odpowiadaj¡ce zªo»eniu dwóch spinów 1/2 na caªkowity spin 1 odpowiednio o rzutach
s3 = 1, 0,−1. Mamy zatem 12 funkcji o caªkowitym spinie 1:

Ψ1,3,5,7 = Φ̃1,3,5,7 ×


χ+(1)χ+(2)

1√
2
(χ+(1)χ−(2) + χ+(2)χ−(2))

χ−(1)χ−(2)

. (25.22)

Z kolei funkcje symetryczne musimy przemno»y¢ przez antysymetrtyczn¡ cz¦±¢ spinow¡:

1√
2
(χ+(1)χ−(2)− χ+(2)χ−(2)) (25.23)

odpowiadaj¡c¡ zªo»eniu dwóch spinów 1/2 na caªkowity spin 0. Mamy zatem 4 funkcje o
caªkowitym spinie 0:

Ψ2,4,6,8 = Φ̃2,4,5,8 ×
1√
2
(χ+(1)χ−(2)− χ+(2)χ−(2)) . (25.24)

W sumie jest zatem 16 funkcji falowych odpowiadaj¡cych energii (25.18). Pierwszy po-
ziom wzbudzony atomu helu jest 16. krotnie zdegenerowany, cho¢ naiwnie oczekiwaliby-
±my degeneracji 32. krotnej.

Rozpatrzmy teraz zaburzenie H1. Znajdziemy poprawki do energii oraz niezaburzo-
ne funkcje falowe dopasowane do zaburzenia. W tym celu rozpatrzymy najpierw cz¦±¢
przetrzenn¡ w bazie funkcji (25.19):

det [⟨i |H1| j⟩ − λδij] = 0, i, j = 1, . . . , 8, (25.25)

a potem dodamy �r¦cznie� cz¦±¢ spinow¡. Mo»emy tak zrobi¢, poniewa» hamiltonian nie
zale»y od spinu. Tutaj warto±ci wªasne λ s¡ po prostu odpowiednimi poprawkami do
energii.

Nie b¦dziemy tu wdawa¢ si¦ w szczegóªy rachunkowe, zauwa»ymy tylko, »e nie znikaj¡
nast¦puj¡ce diagonalne elementy macierzy ⟨i |H1| j⟩:

⟨i |H1| i⟩ = Js, dla i = 1, 2,

⟨i |H1| i⟩ = Jp, dla i = 3, . . . , 8. (25.26)

Staªe Js,p nosz¡ nazw¦ caªek coulombowskich. Ponadto nie znikaj¡ nast¦puj¡ce niediago-
nalne elementy macierzy ⟨i |H1| j⟩:

⟨i |H1| i+ 1⟩ = ⟨i+ 1 |H1| i⟩ = Ks, dla i = 1,

⟨i |H1| i+ 1⟩ = ⟨i+ 1 |H1| i⟩ = Kp, dla i = 3, 5, 7. (25.27)

Elementy te nosz¡ nazw¦ caªek wymiany. Numerycznie caªki wymiany s¡ du»o mniejsze
od caªek coulombowskich, a dla tych ostatnich zachodzi Js < Jp.
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Równanie (25.25) przyjmuje zatem posta¢:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Js − λ Ks 0 0 0 0 0 0
Ks Js − λ 0 0 0 0 0 0
0 0 Jp − λ Kp 0 0 0 0
0 0 Kp Jp − λ 0 0 0 0
0 0 0 0 Jp − λ Kp 0 0
0 0 0 0 Kp Jp − λ 0 0
0 0 0 0 0 0 Jp − λ Kp

0 0 0 0 0 0 Kp Jp − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (25.28)

Widzimy, »e macierz (25.25) ma posta¢ blokow¡ i ka»dy z bloków mo»na zdiagonalizowa¢
oddzielnie. Pierwszy blok daje energie

λ1
2
= Js ∓Ks, (25.29)

a nast¦pne cztery bloki
λ3 5 7
4 6 8

= Jp ∓Kp. (25.30)

Dopasowane do zaburzenia funkcje falowe do warto±ci wªasnych λ1,2 znajdujemy dia-
gonalizuj¡c górny lewy róg macierzy (25.28):∣∣∣∣ ∓Ks Ks

Ks ∓Ks

∣∣∣∣ [ x
y

]
= 0. (25.31)

Dwa rozwi¡zania

λ1 : x = −y,
λ2 : x = y, (25.32)

odpowiadaj¡ unormowanym funkcjom falowym

Φ̃1 =
1√
2
(Φ1 − Φ2) , Φ̃2 =

1√
2
(Φ1 + Φ2) . (25.33)

S¡ to zatem skonstruowane ju» wcze±niej funkcje speªniaj¡ce zasad¦ nierozró»nialno±ci.
Podobnie do warto±ci wªasnych λ3···8 otrzymujemy

Φ̃3,5,7 =
1√
2
(Φ3,5,7 − Φ4,6,8) , Φ̃4,5,8 =

1√
2
(Φ3,5,7 + Φ4,5,8) . (25.34)

Aby nasze funkcje byªy kompletne, musimy domno»y¢ je przez odpowiednie cz¦±ci spi-
nowe, tak jak to ju» zostaªo zrobione we wzorach (25.22) i (25.24). W sumie otrzymujemy
zatem po 3 funkcje falowe odpowiadaj¡ce warto±ci wªasnej λ1 = Js−Ks oraz warto±ciom
wªasnym λ3,5,7 = Jp−Kp,oraz po jednej funkcji falowej do warto±ci wªasnej λ2 = Js+Ks

i λ4,6,8 = Jp+Kp. Analogiczny wynik otrzymaliby±my konstruuj¡c odpowiednie wyznacz-
niki Slatera.
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Poziomy energetyczne atomów wieloelektronowych nazywamy termami. Oddziaªywa-
nie H1 powoduje, »e momenty p¦du poszczególnych elektronów nie s¡ dobrymi liczbami
kwantowymi, natomiast dobr¡ liczb¡ kwantow¡ jest sumaryczne l i l3. Poniewa» Hamilto-
nian H nie zale»y od spinu dobrymi liczbami kwantowymi, jak to widzieli±my analizuj¡c
funkcje falowe dopasowane do zabu»enia, s¡ te» s i s3. Termy �numerujemy� du»ymi li-
terami S dla l = 0, P dla l = 1 itd. z umieszczonym po lewej stronie górnym indeksem
2s + 1. Tak wi¦c stan podstawowy jest termem 1S. Z kolei pierwszy stan wzbudzony po
uwzgl¦dnieniu efektów od caªek coulombowskich i caªek wymiany ma nast¦puj¡c¡ struk-
tur¦:

1P : E = E(0) + Jp +Kp,
3P : E = E(0) + Jp −Kp,
1S : E = E(0) + Js +Ks,
3S : E = E(0) + Js −Ks. (25.35)
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Rysunek 1: Termy w atomie helu.
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25.3 Przybli»enie pola ±redniego

Okazuje si¦, »e wyniki numeryczne dla atomów wieloelektronowych mo»na znacznie po-
prawi¢ dodaj¡c i odejmuj¡c pewien zgadni¦ty potencjaª centralny

H̃0 =
Z∑
i=1

[
− ~2

2m
∇⃗2

i + U(r⃗i)
]
,

H̃1 =
Z∑
i=1

[
−U(r⃗i)−

2e2

rj

]
+

Z∑
i,j=1
i<j

e2

rij
. (25.36)

Najpierw rozwi¡zujemy niezaburzony problem z hamiltonianem H̃0 a potem doliczmy
poprawk¦ od H̃1. Potencjaª U(r⃗i) staramy sie wybra¢ tak, by zminimalizowa¢ poprawk¦.

Jedn¡ z metod dobrania odpowieniego potencjaªu U jest iteracyjna metoda Har-
tree'ego. Wybieramy najpierw potencjaª U0 i wyliczamy pozimy energetyczne z równania
Schrödingera. Nat¦pnie obsadzamy stany energetyczne od najni»szego uwzgl¦dniaj¡c za-
sad¦ Paulego. Tak wi¦c na najni»szym poziome n = 1 o l = 0 (stan s) umieszczamy dwa
elektrony o spinach �na dóª� i �do góry�, potem w stanie n = 2 dwa elektrony w stanie s
i 6 w stanie p, i.t.d. a» wyczerpiemy wszyskie elektrony. Nast¦pnie przypisuj¡c ka»demu
elektronowi rozkªad ªadunku zgodny z kwadratem moduªu jego funkcji falowej wyliczmy
±redni potencjaª pochodz¡cy od j¡dra i od elektronów. W ten sposób otrzymujemy poten-
cjaª U1. Powtarzamy caª¡ procedur¦ rozmieszczaj¡c elektrony na poziomach otrzymanych
z równania Schrödingera z potencjaªem U1 i wyliczamy nowy potencjaª U2. Procedur¦ t¦
powtarzamy tak dªugo, a» osi¡gniemy zaªo»on¡ dokªadno±¢ dla energii poziomów energe-
tycznnych. W praktyce oznacza to, »e otrzymane w kroku n+1 energie ró»ni¡ si¦ niewiele
od tych otrzymanych w poprzednim kroku iteracji.
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