
24 Spin i efekty relatywistyczne

24.1 Do±wiadczenie Sterna Gerlacha

Zauwa»my, »e klasycznie na moment magnetyczny µ⃗ w staªym polu magnetycznym B⃗
dziaªa moment siªy

N⃗ = µ⃗× B⃗. (24.1)

Efektem tego oddziaªywania jest obracanie si¦ momentu magnetycznego, a» b¦dzie on
równolegªy do B⃗. Wniosek ten tak»e wida¢ ze wzoru na energi¦ oddziaªywania

E = −µ⃗ · B⃗, (24.2)

która jest najmniejsza w kon�guracji µ⃗ ∥ B⃗. Je±li zatem przepuszcza¢ wi¡zk¦ momentów
magnetycznych przez staªe pole, to wi¡zka ta przeorientuje kierunek momentów magne-
tycznych, ale si¦ nie odchyli.

Inaczej rzecz si¦ ma w niejednorodnym polu B⃗, gdy» w tym przypadku pojawia si¦
siªa, a nie tylko moment siªy. Rzeczywi±cie, wyliczaj¡c siª¦ jako minus gradient energii
oddziaªywania (energii potencjalnej) i korzystaj¡c z to»samo±ci

∇⃗
(
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)
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(
µ⃗ · ∇⃗

)
B⃗ +

(
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)
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)
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(
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(24.3)

otrzymujemy

F⃗ = −∇⃗E =
(
µ⃗ · ∇⃗

)
B⃗, (24.4)

poniewa» rotacja z B⃗ znika, a µ⃗ jest staªe. Je±li przygotowa¢ ukªad do±wiadczalny w taki
sposób, »eby nejednorodne pole B⃗ byªo równolegªe do osi z to

F⃗ = µz

∂B

∂z
ẑ, (24.5)

gdzie ẑ jest wersorem skierowanym wzdªu» osi z. Zatem wi¡zka momentów magnetycznych
przechodz¡cych przez takie pole b¦dzie si¦ odchyla¢ w gór¦ lub w dóª osi z w zale»no±ci
od znaku skªadowj µz.

W roku 1922 Stern i Gerlach przeprowadzili eksperyment, w którym przez niejedno-
rodne pole magnetyczne skierowane wzdªu» osi z przepuszczali atomy srebra, które maj¡
zapeªnione wszystkie powªoki elektronowe, za wyj¡tkiem ostatniej, najbardziej zewn¦trz-
nej, na której znajduje si¦ elektron w stanie s, czyli o l = 0. Atom taki, nie powinien mie¢
momentu magnetycznego, a jednak wynik do±wiadczenia wskazywaª, »e przepuszczane
atomy miaªy moment magnetyczny równy ±µB. Wynik ten zinterpretowano postuluj¡c,
»e elektron posiada wewn¦trzny moment p¦du nazwany spinem o warto±ci 1/2. Ta in-
terpretacja sformuªowana zostaªa w 1925 roku przez Goudsmita i Uhlenbecka. Podobny
efekt uzyskaliby±my przepuszczaj¡c przez niejednorodne pole magnetyczne atom wodoru
w stanie podstawowym.
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Dzi± wiemy, »e spin w sposób naturalny pojawia si¦ w relatywistycznym równaniu
falowym, czyli w równaniu Diraka. Jednak»e przed sformuªowaniem równania Diraka wy-
prowadzone przez Goudsmita i Uhlenbecka poj¦cie spinu budziªo opory, tym bardziej, »e
wi¡»e si¦ z nim pewien problem. Poniewa» spin s = 1/2 moment magnetyczny elektronu

powinien wynosi¢ ±µB/2 (przypomnijmy, »e klasycznie µ⃗ = −µBL⃗ ), gdy tymczasem
do±wiadczenie wskazywaªo na warto±¢ ±µB. Paradoks ten wyja±nia tak»e równanie Di-
raka, które przewiduje, »e dla cz¡stki o spinie 1/2 oddziaªywanie z polem magnetycznym
przyjmuje posta¢

Ĥ ′ = gsµB

1

h̄
Ŝ · B⃗, (24.6)

gdzie Ŝ jest operatorem spinu (operator spinu jest wektorem � dla uproszczenia zapisu
opu±cli±my strzaªk¦), a gs ≈ 2 nazywa si¦ spinowym czynnikiem giromagnetycznym.

24.2 Efekt Zeemana z uwzgl¦dnieniem spinu - silne pola

Przypomnijmy sobie, »e rozwa»aj¡c kwantyzacj¦ operatorów Ĵi, zauwa»yli±my, »e dopu-
sczalne warto±ci j s¡ zarówno caªkowite, jak i poªówkowe. Korzystaj¡c ze wzorów na
dziaªanie operatorów Ĵ± i Ĵz mo»emy ªatwo wyliczy¢ posta¢ reprezentacji macierzowej
dla j = 1/2 (w dalszym ci¡gu operatory spinu o j = 1/2 b¦dziemy oznacza¢ Ŝ):

Ŝi =
h̄

2
σi (24.7)

gdzie σi to macierze Pauliego

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 1

)
. (24.8)

W tej bazie stany spinowe |s, s3⟩ maj¡ posta¢ dwuwymirowych wektorów zwanych spino-
rami ∣∣∣∣12 ,+1

2

⟩
= χ+ =

[
1
0

]
,

∣∣∣∣12 ,−1

2

⟩
= χ− =

[
0
1

]
. (24.9)

Wprowad¹my notacj¦

χ± (s3) =


{

1
0

dla s3 = +1
2{

0
1

dla s3 = −1
2

. (24.10)

Peªna funkcja falowa z uwzgl¦dnieniem spinu b¦dzie miaªa wi¦c posta¢

Ψαs3(r⃗, t) = ψα+(r⃗, t)× χ+(s3) + ψα−(r⃗, t)× χ−(s3) =

[
ψα+(r⃗, t)
ψα−(r⃗, t)

]
, (24.11)

gdzie α oznacza zbiór wszyskich liczb kwantowych poza spinem. Na przykªad w przypadku
atomu wodoru α = (n, l,m). Norma takiej funkcji rozbija sie na dwa czªony∫

d3r⃗ |Ψαs3(r⃗, t)|
2 =

∫
d3r⃗

∣∣ψα+(r⃗, t)
∣∣2 + ∫

d3r⃗
∣∣ψα−(r⃗, t)

∣∣2 . (24.12)
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Interpretacja obu skªadowych jest jasna:
∣∣ψα+

∣∣2 jest g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa, »e

ukªad w stanie |α⟩ ma spin �do góry�, a
∣∣ψα−

∣∣2, »e �na dóª�.
Dyskutowany przez nas Hamiltonian opisuj¡cy atom wodoru nie zale»aª od spinu elek-

tronu. W tym przypadku funkcje

ψn
lm+(r⃗, t) oraz ψ

n
lm−(r⃗, t) (24.13)

s¡ identyczne, a energia nie zale»y od s3. Pojawia si¦ wi¦c dodatkowa degeneracja ze
wzgl¦du na rzut spinu na o± z.

Sytuacja si¦ zmienia, gdy atom wªo»ymu w pole magnetyczne B⃗. Wówczas Hamilto-
nian oddziaªywania z polem ma posta¢

H ′ = µB

1

h̄
B⃗ ·

(
L̂+ gsŜ

)
. (24.14)

Stany atomu wodoru maj¡ teraz dodatkowy indeks od spinowej liczby kwantowej s3 (za-
uwa»my, »e poniewa» s = 1/2 i jest ustalone, wi¦c mo»emy pomin¡¢ go w oznaczeniach)

|n, l,m⟩ → |n, l,m, s3⟩ . (24.15)

St¡d
∆E = ⟨n, l,m, s3| Ĥ ′ |n, l,m, s3⟩ = µB (m+ gss3)B . (24.16)

Jednak»e przyj¦te przez nas zaªo»enie, »e Hamiltonian dla atomu wodoru nie zale»y
od spinu elektronu jest przybli»eniem. W istocie moment magnetyczny elektronu podlega
dwojakiemu oddziaªywaniu. Po pierwsze, poniewa» elektron si¦ porusza, to jak ju» mó-
wili±my, pojawia si¦ pr¡d, który generuje orbitalny moment magnetyczny µ⃗ = −µBL⃗/h̄,

który oddziaªywuje ze spinowym momentem magnetycznym −gsµBS⃗/h̄. Efekt ten nosi
nazw¦ oddziaªywania spin-orbita, a generowane przez nie rozszczepienia poziomów ener-
getycznych nosz¡ nazw¦ struktury subtelnej (s¡ one rz¦dy wielko±ci mniejsze od odlegªo±ci
mi¦dzy poziomami niezaburzonymi). Drugi efekt to oddziaªywanie z momentem magne-
tycznym j¡dra. Spowodowane przez to oddziaªywanie rozszczepienie pozimów energetycz-
nych nosi nazw¦ struktury nadsubtelnej.

24.3 Oddziaªywanie spin-orbita

Hamiltonian oddziaªywania spinowego momentu magnetyczngo z wewn¦trznym polem
magnetycznym atomu wyprowadza si¦ ±ci±le z równania Diraka. Tu podamy proste wy-
prowadzenie klasyczne. Przejd¹my do ukªadu, w którym elektron spoczywa, a j¡dro po-
rusza si¦ po orbicie koªowej, tak jak na rysunku ??. Ukªad taki mo»emy potraktowa¢ jako
p¦tl¦ z pr¡dem I = Zev/ 2πr. W ±rodku p¦tli mamy do czynienia z polem magnetycznym

B⃗ skierowanym wzdªu» osi z

B⃗ = −2πI

cr
n⃗z. (24.17)
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Rysunek 1: Pole magnetyczne od j¡dra poruszaj¡cego sie po orbicie koªowej.

Podstawiaj¡c warto±¢ pr¡du I otrzymujemy

B⃗ = −Zev
cr2

n⃗z = − Ze

mecr3
mevr n⃗z =

Ze

mecr3
L⃗, (24.18)

gdzie w ostatnim przeksztaªceniu wykorzystali±my fakt, »e moment p¦du L⃗ skierowany
jest równolegle do pola B⃗.

Zauwa»my, »e
Ze

mecr3
= − 1

mecr

dV

dr
, (24.19)

gdzie V jest potencjaªem elektrostatycznym, w którym porusza si¦ elektron

V =
Ze

r
. (24.20)

Zatem ostatecznie mamy

B⃗ = − h̄

mecr

dV

dr

1

h̄
L⃗. (24.21)

Kwantowo, oddziaªywanie spinu polem B⃗ powinno mie¢ posta¢

−µ⃗ · B⃗ = gsµB

1

h̄
Ŝ · B⃗ = −gs

eh̄2

2m2
ec

2

1

r

dV

dr

1

h̄2
L̂ · Ŝ,

gdzie

µB =
eh̄

2mc
(24.22)

Okazuje si¦, »e w tym przypadku musimy przyj¡¢ gs = 1, a nie 2 jak w przypadku
oddziaªywania z zewn¦trznym polem magnetycznym. Na pierwszy rzut oka zaªamuje si¦
tu analogia z mechanik¡ klasyczn¡ (cho¢ musimy jeszcze przetransformowa¢ nasz wynik
z powrotem do ukªadu spoczynkowego j¡dra, pojawia si¦ tu dodatkowo precesja, która

142



redukuje czynnik 2 do 1), a dokªadny wynik z równania Diraka potwierdza, »e Hamiltonian
oddziaªywania spin-orbita ma posta¢

HSO =
Ze2h̄2

2m2
ec

2

1

r3
1

h̄2
L̂ · Ŝ. (24.23)

Nie b¦dziemy tu wylicza¢ numerycznie poprawki od (??), lecz tylko poka»emy, jak
wpªywa ona na widmo atomu wodoru. Dokªadne wyniki numeryczne otrzymuje si¦ bez-
po±rednio z równania Diraka, podczas gdy (??) jest tylko przybli»eniem.

Zauwa»my, »e zaburzenie (??) nie jest diagonalne w stanach |n, l,m, s3⟩ gdy» ani L̂3

ani Ŝ3 nie komutuj¡ z L̂ · Ŝ. �atwo przekona¢ si¦, »e caªkowity moment p¦du Ĵi = L̂i+ Ŝi

komutuje z L̂ · Ŝ. Zatem zaburzenie HSO b¦dzie diagonalne w bazie caªkowitego momentu
p¦du:

|n (s, l) j, j3⟩ =
∑

m+s3=j3

(
l s = 1/2
m s3

∣∣∣∣ j
j3

)
|n, l,m⟩ |s = 1

2
, s3⟩ , (24.24)

gdzie jawnie zaznaczyli±my, »e stany wªasne caªkowitego momentu p¦du Ĵ s¡ równocze±nie
stanami L̂2 i Ŝ2. Poniewa»

Ĵ2 = L̂2 + 2L̂ · Ŝ + Ŝ2 (24.25)

otrzymujemy

L̂ · Ŝ =
1

2

(
Ĵ2 − L̂− Ŝ2

)
(24.26)

co w bazie (??) wynosi

L̂ · Ŝ = h̄2
j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)

2
. (24.27)

Dla dokªadnego wzoru z równania Diraka rozszczepienie subtelne przyjmuje nieco inn¡
posta¢ gdy» energia zale»y tylko od j. Widzimy zatem, »e poziomy o ró»nym j rozsz-
czepiaj¡ si¦. Na przykªad dla n = 2 stany o l = 0 i l = 1 byªy zdegenerowane. Teraz
stan o l = 0 ma j = 1/2 natomiast stan o l = 1 mo»e mie¢ j = 1/2 lub 3/2. Stany
te b¦dziemy oznacza¢ nls czyli odpowiednio: 2s1/2, 2p1/2 oraz 2p3/2. Stany 2s1/2, 2p1/2
pozostaj¡ zdegenerowane a stan 2p3/2 ma energi¦ nieco wy»sz¡. Numerycznie

∆ESO = Ej=3/2 − Ej=1/2 = 0, 365 cm−1 ≃ 5× 10−5eV (24.28)

gdzie
1 eV ≈ 8× 103 cm−1. (24.29)

Widzimy, »e rozszczepienie subtelne jest 5 rz¦dów (!) wielko±ci mniejsze ni» ró»nice energii
mi¦dzy poziomami o ró»nych n.
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24.4 Efekt Zeemana z uwzgl¦dnieniem spinu - sªabe pola

Widzimy teraz jasno, »e je»eli zewn¦trzne pole B⃗ jest sªabe (tzn. porównywalne z polem
magnetycznym wewn¡trz atomu), to zarówno efekt Zeemana jak i oddziaªywanie spin-
orbita musz¡ by¢ rozwa»ane jednocze±nie. W przypadku silnych pól oddziaªywanie spin-
orbita mo»emy pomin¡¢ i stosuje si¦ wzór (??).

Dla sªabych pól musimy przej±¢ do bazy (??) i w tej bazie wyliczy¢

⟨n (s, l) j, j3| L̂+ 2Ŝ |n (s, l) j, j3⟩ , (24.30)

gdzie za gs przyj¦li±my 2. Rozpiszmy

Ô = L̂+ 2Ŝ = Ĵ + Ŝ. (24.31)

Mno»¡c Ô przez Ĵ otrzymujemy (w bazie (??))

1

j(j + 1)h̄2
Ĵ · Ô = 1 +

Ĵ · Ŝ
j(j + 1)h̄2

. (24.32)

Z kolei

L̂2 =
(
Ĵ − Ŝ

)2

= j(j + 1)h̄2 + s(s+ 1)h̄2 − 2Ĵ · Ŝ (24.33)

czyli

Ĵ · Ŝ =
h̄2

2
(j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)) . (24.34)

Otrzymujemy zatem, »e

Ô = gĴ, g = 1 +
j(j + 1) + 3/4− l(l + 1)

2j(j + 1)
, (24.35)

gdzie wspóªczynnik g nosi nazw¦ wspóªczynnika Landego. Ostatecznie dla pola B⃗ =
(0, 0, B) mamy

⟨n (s, l) j, j3| B⃗ · (L̂+ 2Ŝ) |n (s, l) j, j3⟩ = h̄gj3B. (24.36)

24.5 Efekt Lamba i rozszczepienie nadsubtelne

Efekt Lamba to jeden z najbardziej spektakularnych efektów relatywistycznych polega-
j¡cych na oddziaªywaniu ªadunku z �uktuacjami pró»ni. Jego peªne zrozumienie jest w
zasadzie mo»liwe dobiero na gruncie kwantowej teorii pola. Oddziaªywanie z �uktiacjami
pró»ni powoduje, »e zdegenerowane poziomy o tym samym j ulegaj¡ rozszczepieniu. Dla
dyskutowanego przez nas przypadku n = 2

∆ELamb = E[2s1/2]− E[2p1/2] = 0, 034 cm−1 = 1058MHz. (24.37)

Jak widzimy jest ono dziesi¦ciokrotnie mniejsze od rozszczepienia subtelnego.
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Inny typ zburzenia, to oddziaªywanie elektronu ze spinem j¡dra. Nie wdaj¡c si¦ w
szczególy powiemy tylko, »e ten rodzaj oddziaªywania zwany nadsubtelnym daje dla n = 2
rozszczepienia 10-krotnie mniejsze ni» rozszczepienia Lamba. Struktura rozsczepie« jest
pokazana na rysunku.

1s1/2

2s1/2

2p1/2

2p3/2

n = 1

n = 2

0,
36

5 c
m− 1

cm
−10,034

subtelne Lamb nadsubtelne

cm
− 1

81
87

0

Rysunek 2: Porównanie rozszczepie«.
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