24 Spin i efekty relatywistyczne

24.1 Doswiadczenie Sterna Gerlacha

Zauwazmy, ze klasycznie na moment magnetyczny fi w stalym polu magnetycznym B
dziata moment sity
N =[x B. (24.1)

Efektem tego oddzialywania jest obracanie sie momentu magnetycznego, az bedzie on
rownolegly do B. Wniosek ten takze widaé¢ ze wzoru na energie oddzialywania

E=—ji-B, (24.2)

ktora jest najmniejsza w konfiguracji fi || B. Jegli zatem przepuszczaé wigzke momentow
magnetycznych przez state pole, to wigzka ta przeorientuje kierunek momentéw magne-
tycznych, ale sie nie odchyli.

Inaczej rzecz sie ma w niejednorodnym polu g, gdyz w tym przypadku pojawia sie
sita, a nie tylko moment sity. Rzeczywiscie, wyliczajac site jako minus gradient energii
oddzialywania (energii potencjalnej) i korzystajac z tozsamosci

ﬁ(ﬁ.é):(ﬁﬁ)§+(§ﬁ)ﬁ+ﬁx(6x§)+§x(6xﬁ> (24.3)

otrzymujemy

F=-VE= <ﬁ : ﬁ) B, (24.4)

poniewaz rotacja z B znika, a (i Jest stale. Jesli przygotowac uktad doswiadczalny w taki
sposob, zeby nejednorodne pole B byto réwnolegte do osi z to

Fep 98 (24.5)

=M%
gdzie 2 jest wersorem skierowanym wzdtuz osi z. Zatem wigzka momentdéw magnetycznych
przechodzacych przez takie pole bedzie si¢ odchyla¢ w gore lub w dot osi z w zaleznosci
od znaku sktadow;j p,.

W roku 1922 Stern i Gerlach przeprowadzili eksperyment, w ktorym przez niejedno-
rodne pole magnetyczne skierowane wzdtuz osi z przepuszczali atomy srebra, ktore maja
zapelnione wszystkie powloki elektronowe, za wyjatkiem ostatniej, najbardziej zewnetrz-
nej, na ktorej znajduje sie elektron w stanie s, czyli o [ = 0. Atom taki, nie powinien mie¢
momentu magnetycznego, a jednak wynik do$wiadczenia wskazywal, ze przepuszczane
atomy mialy moment magnetyczny réwny 5. Wynik ten zinterpretowano postulujac,
ze elektron posiada wewnetrzny moment pedu nazwany spinem o wartosci 1/2. Ta in-
terpretacja sformutowana zostata w 1925 roku przez Goudsmita i Uhlenbecka. Podobny
efekt uzyskaliby$my przepuszczajac przez niejednorodne pole magnetyczne atom wodoru
w stanie podstawowym.
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Dzi$ wiemy, ze spin w sposob naturalny pojawia sie w relatywistycznym réwnaniu
falowym, czyli w rownaniu Diraka. Jednakze przed sformutowaniem rownania Diraka wy-
prowadzone przez Goudsmita i Uhlenbecka pojecie spinu budzito opory, tym bardziej, ze
wigze sie z nim pewien problem. Poniewaz spin s = 1/2 moment magnetyczny elektronu
powinien wynosi¢ +uz/2 (przypomnijmy, ze klasycznie i = —,uBE ), gdy tymczasem
do$wiadczenie wskazywalo na warto$¢ £u . Paradoks ten wyjasnia takze réwnanie Di-
raka, ktore przewiduje, ze dla czastki o spinie 1/2 oddzialywanie z polem magnetycznym

przyjmuje postac
N 1. =
H' = gsuB%S - B, (24.6)

gdzie S jest operatorem spinu (operator spinu jest wektorem — dla uproszczenia zapisu
opusclismy strzatke), a gs &~ 2 nazywa sie spinowym czynnikiem giromagnetycznym.

24.2 Efekt Zeemana z uwzglednieniem spinu - silne pola

Przypomnijmy sobie, ze rozwazajac kwantyzacje operatorow J;-, zauwazylismy, ze dopu-
sczalne wartosci j sa zarowno catkowite, jak i polowkowe. Korzystajac ze wzoréow na
dzialanie operatorow J. i J. mozemy latwo wyliczy¢ postaé reprezentacji macierzowe]
dla j = 1/2 (w dalszym ciagu operatory spinu o j = 1/2 bedziemy oznaczaé S)

£ h

gdzie o; to macierze Pauliego

01—((1)(1)), 02—(?_()i), ag—((l)(l)). (24.8)

W tej bazie stany spinowe |s, s3) maja posta¢ dwuwymirowych wektorow zwanych spino-

rami L1 L
1 0
—_ - Pt g _, — — = p— . 24.

WprowadZzmy notacje

(1) dla s3 = —i—%
X. (s3) = 0 (24.10)
1 dla S3 = —%
Pelna funkcja falowa z uwzglednieniem spinu bedzie miata wiec posta¢
/] o _ o - _ wa-l-(??) t) 4
ass (Tvt) - wa—k(rvt) X X+(S3) + wa—(rvt) X X—(SB) - w (,,:’ t) ) (2 ]']')

gdzie o oznacza zbior wszyskich liczb kwantowych poza spinem. Na przykitad w przypadku
atomu wodoru « = (n,l,m). Norma takiej funkcji rozbija sie na dwa czlony

/d3f|%s3(ﬁ 1 = /d3F|%+(F,t)|2+/d3F\wa(F,t)f. (24.12)
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Interpretacja obu sktadowych jest jasna: ‘@Z)a +}2 jest gestoscia prawdopodobienstwa, ze

uklad w stanie |a) ma spin ,do gory”, a Wa_ 2, ze ,na dol”.
Dyskutowany przez nas Hamiltonian opisujacy atom wodoru nie zalezal od spinu elek-
tronu. W tym przypadku funkcje

¢?m+<7?7 t) Ooraz w?mf (7?, t) (2413)

sa identyczne, a energia nie zalezy od s3. Pojawia sie wiec dodatkowa degeneracja ze
wzgledu na rzut spinu na oS z.

Sytuacja sie zmienia, gdy atom wtozymu w pole magnetyczne B. Wowczas Hamilto-
nian oddzialywania z polem ma postaé

1 - ~ N
H' = jipy B (L+0.9). (24.14)

Stany atomu wodoru maja teraz dodatkowy indeks od spinowej liczby kwantowej s3 (za-
uwazmy, ze poniewaz s = 1/2 i jest ustalone, wiec mozemy pominaé¢ go w oznaczeniach)

In,l,m) = |n,1,m,s3). (24.15)

Stad
AE = (n,1,m, ss| H' |n,1,m, ss3) = pug (m~+ gss3) B. (24.16)

Jednakze przyjete przez nas zalozenie, ze Hamiltonian dla atomu wodoru nie zalezy
od spinu elektronu jest przyblizeniem. W istocie moment magnetyczny elektronu podlega
dwojakiemu oddziatywaniu. Po pierwsze, poniewaz elektron sie porusza, to jak juz mo-
wilidémy, pojawia sie prad, ktéry generuje orbitalny moment magnetyczny i = —MBE/ h,
ktory oddzialywuje ze spinowym momentem magnetycznym —gs,uBg /h. Efekt ten nosi
nazwe oddzialywania spin-orbita, a generowane przez nie rozszczepienia poziomoéw ener-
getycznych nosza nazwe struktury subtelnej (sa one rzedy wielkosci mniejsze od odlegtosci
miedzy poziomami niezaburzonymi). Drugi efekt to oddzialywanie z momentem magne-
tycznym jadra. Spowodowane przez to oddzialywanie rozszczepienie poziméw energetycz-
nych nosi nazwe struktury nadsubtelney.

24.3 (Oddzialywanie spin-orbita

Hamiltonian oddzialywania spinowego momentu magnetyczngo z wewnetrznym polem
magnetycznym atomu wyprowadza sie SciSle z rownania Diraka. Tu podamy proste wy-
prowadzenie klasyczne. PrzejdZzmy do ukladu, w ktérym elektron spoczywa, a jadro po-
rusza sie po orbicie kotowej, tak jak na rysunku ??. Uktad taki mozemy potraktowaé jako
petle z pradem [ = Zev/2mr. W érodku petli mamy do czynienia z polem magnetycznym

B skierowanym wzdtuz osi 2

Y
B=-""q.. (24.17)
cr
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Rysunek 1: Pole magnetyczne od jadra poruszajacego sie po orbicie kotowe;j.

Podstawiajac wartosé pradu I otrzymujemy

Z Ze -
Cmerit. = =T, (24.18)
meCr

~ ZJev
b= G R Y
cr MeCr

gdzie w ostatnim przeksztalceniu wykorzystaliSmy fakt, ze moment pedu L skierowany
jest rownolegle do pola B.
Zauwazmy, 7e

Ze 1 dV

= — —_, 24.19
meers meer dr ( )
gdzie V' jest potencjatem elektrostatycznym, w ktorym porusza sie¢ elektron
Z
V=25 (24.20)
r
Zatem ostatecznie mamy
= h dV 1
B=-— ——L. 24.21
mecr dr h ( )
Kwantowo, oddziatywanie spinu polem B powinno mie¢ postaé
- 1, = eh® 1dV 1 . .
—ii-B=gug=S-B=—-gs———-———L"-5,
a shBy, J 2m2cr dr K2
gdzie
eh
bp =5 (24.22)

Okazuje sie, ze w tym przypadku musimy przyja¢ gs = 1, a nie 2 jak w przypadku
oddzialywania z zewnetrznym polem magnetycznym. Na pierwszy rzut oka zalamuje sie
tu analogia z mechanika klasyczna (cho¢ musimy jeszcze przetransformowaé nasz wynik
z powrotem do uktadu spoczynkowego jadra, pojawia sie tu dodatkowo precesja, ktora
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redukuje czynnik 2 do 1), a dokladny wynik z rownania Diraka potwierdza, ze Hamiltonian
oddzialywania spin-orbita ma postac

Ze*h? 11 . 4
so = Wﬁﬁlj -S. (24.23)

Nie bedziemy tu wylicza¢ numerycznie poprawki od (??), lecz tylko pokazemy, jak
wplywa ona na widmo atomu wodoru. Dokladne wyniki numeryczne otrzymuje si¢ bez-
posrednio z rownania Diraka, podczas gdy (?7) jest tylko przyblizeniem.

Zauwazmy, ze zaburzenie (??) nie jest diagonalne w stanach |n, 1, m, s3) gdyz ani Ls
ani S5 nie komutuja z L-S. Latwo przekonag¢ sie, ze catkowity moment pedu J; =L+ S,
komutuje z L-S. Zatem zaburzenie Hgq bedzie diagonalne w bazie calkowitego momentu
pedu:

(ST ERSEED SN (Rl IR [ A NG

m S3 3
m+s3=j3 J

gdzie jawnie zaznaczyliSmy, ze stany wlasne calkowitego momentu pedu J sa rownoczesnie
stanami L? i S%. Poniewaz

JP=1742L-5+5° (24.25)

otrzymujemy

L-§= (ﬁ - SQ) (24.26)

N | —

co w bazie (??) wynosi

Dla doktadnego wzoru z roéwnania Diraka rozszczepienie subtelne przyjmuje nieco inng
posta¢ gdyz energia zalezy tylko od j. Widzimy zatem, ze poziomy o r6znym j rozsz-
czepiaja sie. Na przyklad dla n = 2 stany o [ = 01 [ = 1 byly zdegenerowane. Teraz
stan o [ = 0 ma j = 1/2 natomiast stan o [ = 1 moze mie¢ j = 1/2 lub 3/2. Stany
te bedziemy oznaczac nl, czyli odpowiednio: 2si/5, 2p1/; oraz 2ps. Stany 2si/2, 2pi/2
pozostaja zdegenerowane a stan 2p3/; ma energie nieco wyzsza. Numerycznie

AEso = Ej_35 — Ej—1/2 = 0,365 cm™' ~ 5 x 10%eV (24.28)

gdzie
leV~8x10%cm™. (24.29)

Widzimy, ze rozszczepienie subtelne jest 5 rzedow (!) wielkosci mniejsze niz roznice energii
miedzy poziomami o réznych n.
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24.4 Efekt Zeemana z uwzglednieniem spinu - slabe pola

Widzimy teraz jasno, ze jezeli zewnetrzne pole B jest stabe (tzn. poréwnywalne z polem
magnetycznym wewnatrz atomu), to zaréwno efekt Zeemana jak i oddzialywanie spin-
orbita musza by¢ rozwazane jednocze$nie. W przypadku silnych po6l oddzialywanie spin-
orbita mozemy pomina¢ i stosuje sie wzor (77).

Dla stabych pol musimy przejs¢ do bazy (?7) i w tej bazie wyliczyé

<n (87l>.]7.]3|j—’+2‘§|n (S7l>.j7.j3> ) (2430)
gdzie za g5 przyjeliSmy 2. Rozpiszmy
O=L+25=J+56. (24.31)

Mnozac O przez J otrzymujemy (w bazie (77))

~

| J-S
_ —J- 0O=1+—"——. (24.32)
JjG+1h JjG+1h
7 kolei )
12 = (j—S) — DR s(s+DRE—2]- 8 (24.33)
czyli
I
T8 =G+ 1)+ s(s+ 1)~ 11+ 1)), (24.34)
Otrzymujemy zatem, ze
. . (j+1)+3/4—-1(1+1
()=§/J,g=1+‘7(‘7+ ) £3/4 -+ D) (24.35)

27(j + 1) ’

gdzie wspolczynnik g nosi nazwe wspotczynnika Landego. Ostatecznie dla pola B =
(0,0, B) mamy
(n(s,1) 7,73 B-(L+2S)|n(s,l)7,js) = hgjsB. (24.36)

24.5 Efekt Lamba i rozszczepienie nadsubtelne

Efekt Lamba to jeden z najbardziej spektakularnych efektow relatywistycznych polega-
jacych na oddzialywaniu tadunku z fluktuacjami prozni. Jego pelne zrozumienie jest w
zasadzie mozliwe dobiero na gruncie kwantowej teorii pola. Oddzialywanie z fluktiacjami
prozni powoduje, ze zdegenerowane poziomy o tym samym j ulegaja rozszczepieniu. Dla
dyskutowanego przez nas przypadku n = 2

ABLamy = E[2515] — E[2p1 /2] = 0,034 cm™" = 1058 MHz. (24.37)

Jak widzimy jest ono dziesieciokrotnie mniejsze od rozszczepienia subtelnego.
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Inny typ zburzenia, to oddzialywanie elektronu ze spinem jadra. Nie wdajac sie w
szczegOly powiemy tylko, ze ten rodzaj oddzialywania zwany nadsubtelnym daje dlan = 2
rozszczepienia 10-krotnie mniejsze niz rozszczepienia Lamba. Struktura rozsczepien jest
pokazana na rysunku.

subtelne  Lamb nadsubtelne

2D;,
i
n=2 |8
] 28,
| °  0034cm”
Tg 2pl/2
o
I~
00)
—
0
nel 18w

Rysunek 2: Poréwnanie rozszczepien.
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