22 Twierdzenie Wignera-Eckarta

22.1 Transformacja wektora wodzacego

W rozdziale 21 wyprowadzilismy wzor na transformacje dowolnego operatora pod wply-
wem transformacji symetrii o o
O = UL(B)OrUR(H). (22.1)
Przypomnijmy, ze O to operator Og swidziany” z uktadu przed transformacja.
Rzeczywidcie jezeli stany transformuja sie jak

18) = Ur() |a)

to element macierzowy (o ktorym zakladamy, Ze jest niezmienniczy) mozna zapisa¢ jako
(pamietajac, ze ULUR =1)

(8| Or18) = (/| Up(®) OrUR(®) |a) = (/| O )

skad wynika przeksztatcenie (22.1). Przyjmujac, ze @ sa infinitenzymalne otrzymujemy

A 7 ~\ A 1 A A 1 PN
O=(14+23-J)On(1-23.J) =05+ < [J,o} 99.9
<+h<ﬂ ) R( i ) R+h2k:90k ks Or| + (22.2)

Przypomnijmy, ze w analogiczny spos6b wyprowadziliémy w rozdziale 21 wzor (21.19) na
przeksztalcenie operatora poltozenia pod wplywem translacji. Z réwnania (22.2) widac,
ze wlasnosci transformacyjne operatora mozna wyznaczy¢ znajac jego reguty komutacji
z generatorami transformacji symetrii. W dalszym ciggu dyskutowaé¢ bedziemy grupe
obrotéw, ale wnioski, do ktérych dojdziemy beda shuszne takze dla innych grup symetrii.
Jezeli Op komutuje z generatorami (jak np. Hamiltonian), to mamy do czynienia z
operatorem niezmienniczym wzgledem grupy obrotow. Jednak wiele operatoréw prze-
ksztatca sie pod wpltywem obrotéw. Przyjmijmy, ze w ukltadzie obr6conym OR = n.
Z punktu widzenia ukltadu wyjsciowego O =. Zastanowmy sie, jak transformuje sie
wektor wodzacy 7 = (sinf cos @, sinfsin @, cosf). Zamiast skorzystaé¢ z jawnej postaci
operatorow JAW,Z i jawnej postaci 7 w celu wyliczenia regut komutacj, zauwazmy, ze

2
ng = sin@cosgpz—\/%(Yll(@u@_yl_l(@u@))a
. . . 2w 1 -1
n, = sinfsing =1 ?(Yl(@,@)—l—yl (9780))7

4
n, = cosf = % 200, ). (22.3)

gdzie funkcje kuliste dane sa wzorami:

Y = /2 cosb,
1=1 ! o (22.4)

1 _ o [3 g Eip
Y = F /g sinfe™,
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Warto wprowadzic¢
Ny = Ny L iny, (22.5)

/8w /8T _
ny = — ?Yi1<97 (,0)7 n— = ?YVI 1(9780) (226)

A zatem aby znalez¢ prawo transformacji wektora 7 musimy znalezé¢ reguty komutacji J;
z funkcjami kulistymi Y;™(0, ¢).

Zauwazmy najpierw, ze podzialanie operatorem Js na iloczyn funkeji kuliste] Y™ (8, )
i dowolnej funkcji f zaleznej od katow daje

co daje

A ~

Js (Y™(0,9)f(0,9)) = hmY™(0,0)f (0, ) + Y, (0, 0) J5f(0,¢)
co mozna przepisaé jako
Y (0,0)] £(0.0) = hmY["(0,) (6 )

lub

Analogicznie otrzymamy

[ji, Y (8, w)] = /10 + 1) — m(m £ DY;"1(9, ). (22.8)

Nawiasem mowigc przyjete przez nas fazy dla funkcji kulistych zostaly tak dobrane, aby
spelnione byly relacje (22.8). Dla Y{! otrzymujemy

0] =0 [y = v, L] = avavE,
[Ji,Yﬁl] — hV2YY, [ji,ylﬂ]:o.

Widzimy zatem, ze wektor 7 transformuje sie w nastepujacy sposéb

[j37 nz- = O? |:j37 nii| == ihni?
[j:bnz- = TFhng, [jj:anj:} =0,
[ji, ne| = +2hn,. (22.9)

Teraz jestesm juz gotowi policzy¢
5 1 5 1 5 .
0; = ;(ﬂk |:=]k7711;:| = §<,0+ [Jf,m] + 5(,0_ [J+,ni] + 3 |:J3,nl':| , (22.10)

gdzie
J. (22.11)
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Dla ¢ = z, &+ otrzymujemy

h i =
03 = 5 (<P+n— - <P_n+) = —ih (@ x 1),
0. = h (—ngrnz + g03n+) ,
6 = h(p_n.—n_), (22.12)
gdzie
0r = 01 £ 109, (22.13)
codla:=1,2 daje
1 . (o
0r = 504 +0-) = —ih(pyn. = pny) = =il (@ x71),
—1 , s o
do = > (04 —0_) = —ih(—pn, + p3n,) = —th (g X 1), . (22.14)
Zatem ¢, = —ih (¢ x 1), i infinitenzymalne przeksztalcenie wektora 7 (traktowanego jako
operator) przyjmuje postac
=i+ (@ xi). (22.15)

Zatem operator wektora wodzacego 1 w stanach obréconych jest réwny odpowiednim ele-
mentom macierzowym operatora 7 + (@ X 1) w stanach wyjsciowych. Jest to oczywiscie
znany wzor, jednak wyprowadzony w nowy sposéb, mianowicie w oparciu o reguly komu-
tacji operatora m z generatorami symetrii. W analogiczny sposob wyprowadzaliSmy juz
wzor na transformacje operatora potozenia przy przesunieciu uktadu wspotrzednych.

22.2 Nieprzywiedlne opertaory tensorowe

Wyobrazmy sobie, ze mamy zbioér operatoréw Ogn, ktorych reguty komutacji z J, ,nasla-
duja” reguly komutacji (22.7) funkcji kulistych Y;™:

[jg, O;ﬂ] — w07,

[ji,ég'l] = m/i( +1) —m(m £ )OI (22.16)

Wskaznik m numeruje poszczegdlne operatory, natomiast dolny wskaznik j informuje nas
o wartosci j w drugiej z regut komutacji (22.16). Operator o regutach komutacji zadanych
przez (22.16) nazywamy nieprzywiedlnym (nieredukowalnym) operatorem tensorowym. W
poprzednim paragrafie pokazaliSmy, ze operator o j = 1 transformuje sie jak tensor pierw-
szego rzedu, czyli wektor (77). Stowo nieprzywiediny oznacza, ze mamy do czynienia z ope-
ratorem odpowiadajacym okres§lonemu j, a nie np. z mieszaning operatorow o roéznych
j.

Latwo sie przekonaé, ze operator bedacy iloczynem dwoch nieprzywiedlnych operato-
16w tensorowych flﬁ,}bl i éﬂ;?mnie jest nieprzywiedlny (jest bowiem mieszaning operatoréw
0J = |j1—Jo|...j1 + jo). Niemniej jednak mozna utworzy¢ pewne kombinacje liniowe
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A"” i B;’;Q, ktorych reguly komutacji beda takie, jak dla operatora nieredukowalnego.

Pokazemy, ze kombinacja liniowa wzorowana na szeregu Clebscha Gordana dla stanéw
|7,m) jest nieprzywiedlnym operatorem tensorowym o zadanym j:

Ymo m1 pm j2
i = Z AJllBﬂ?Q(ml mo

mi1+mo=m

J ) . (22.17)

m

Aby wyliczy¢ komutatory J i C’ﬁﬁdkorzystamy ze wWzoru
JAB| = |7, A B+ A[J.B].
Dla J, mamy

7 Am . 7 Ami1 pPmae jl j2
[JZ’CJ } N Z [JZ’Ajl B, } ( my Mme

J
m
mi1+mo=m

— Z h (m1 + mz) A;’}l B]TZQ < J1 J2

my Mma

)

J ) . (22.18)

mi+mo=m

m m j2
— o X dpsp (R

mi1+meo=m

Dla J, otrzymujemy

m
7 Y . T Ami1 Hm jl j2 ]
[J:Imcj] = Z |:J+7Aj11Bj22:| (ml Mo m>
mi1+mo=m

= Z (\/jl(j1 +1) —my(my £ 1)14;75&13;;2

mi1+mo=m

+v/j2(j2 + 1) — ma(ma £ 1)Amle2il) ( R

J1 J2 mi Mo

)

+\/j2(j2+1)—m2(m2:F1)( ne ‘ / ))Aﬁle(zwo)

m; moF1l| m

m

J ) (22.19)

Zmieniajac wskazniki sumowania otrzymujemy dalej

= hz (\/J1]1+ 1) - ml(m1¢1)( % J2

miFL mo

mi,m2

Teraz mozemy zastosowaé wyprowadzony uprzednio zwiazek rekurencyjny dla wspotczyn-
nikow Clebscha Gordana:

=G ) —mm k1) ( 2

m; me | m+1

j Ami pHpm Am=1
> Amipme — GmEL(22.21)

mi,ma2

Udowodnili$my zatem, ze zdefiniowana wzorem (22.17) kombinacja liniowa nieredukowal-
nych operatoréw tensorowych jest nieredukowalnym operatorem tensorowym.
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22.3 Dzialanie nieredukowalnych operatoréw tensorowych na stany
|4, m)

Pokazemy teraz, ze stan utworzony jako kombinacja liniowa analogiczna do (22.17) jest
stanem |j, m):

. 1 A 1 ' '
o =5 X O liama) (1

my Mg

J
o ) . (22.22)
mi+ma=m

Aby to wykaza¢ musimy sprawdzi¢ czy dzialanie operatorow J i J, na stan |7,m) daje
standardowe wzory i czy stan |j,m) jest unormowany. Na ogo6! stala normalizacyjna N
w rownaniu (22.22) nie jest rowna 1, ale, jak zaraz sie przekonamy nie zalezy od m.

Zauwazmy, ze
JjO = [j, O] +OJ. (22.23)
Korzystajac z tego wzoru mozemy latwo wyliczy¢ dziatanie J; na stan (22.22):

s 1 1 J2
Jz|jam>_jT/’ Z (ml Mo

mi1+mo=m

7 ) {505 | iz ma) + O Jsljay ma)
(22.24)
Dla Js otrzymujemy od razu, ze J;|j,m) = h(my 4+ my)|j,m) = hm|j,m). Dla J.
rozumowanie analogiczne do przedstawionego w poprzednim paragrafie doprowadzi nas
do wniosku, ze stan zdefiniowany wzorem (22.22) jest proporcjonalny do |j,m). O stalej
normalizacyjnej mozemy tylko powiedzieé, ze nie zalezy od m (inaczej dziatanie J; na stan
1/N |j,m) nie redukowaloby sie do standardowych wzoréw), natomiast moze zaleze¢ od
j, a takze od ji 1 jo. Na ogot stala N zalezy od rodzaju operatora.
Udowodnimy teraz bardzo wazne twierdzenie, ktore pozwoli nam wylicza¢ elementy
macierzowe nieredukowalnych operatoréw tensorowych. Zauwazmy, ze korzystajac z or-
togonalnosci wspotczynnikow Clebscha Gordana

Z JuoJ2 | J Ji J2
i my my | m my Mo
mozemy relacje (22.22) odwroci¢, zamieniajac j — j' 1 m — m/, i mnozac ja stronami

przez wspolczynnik
JioJ2 |
my mby | m

Z |j/7m/> NO(j/’jlan) < 7177;/1 7312/

m

J
) - 5m’1m1 6m'2m2

oraz sumujac po j',m'’:

!
] 7m

_ o J
SR I A

mi1+mo=m' j'.m/

j/ Ama |
7 ) O i) (225




Ostatecznie:

m

O ) = 3 17y Mot o) (1 2

my Mo

i ) : (22.26)

!
J 7m

gdzie sumowanie przebiega po j' = |j1 — ja|,. .., J1 + J2, m' = my + my, a stala norma-
lizacyjna zalezy od j, jii jo, a takze od operatora O. Mnozac réwnanie (22.26) z lewej
strony przez (j, m| otrzymujemy

my Mo

<]am| OA%I |j27m2> :NO(jajij) ( /1 /2 m

J ) . (22.27)
Wzér (22.27) zapisany w nieco innej postaci

G110, 12) ( i g2

my Mo

(_)jl—j2+j
NoTES

nosi nazwe twierdzenia Wignera-Eckarta. Ze stalej No(j, j1, j2) zostal wyciagniety czyn-
nik (—)71=92%7//27 F 1. Nie zalezaca od trzecich sktadowych stata, (j| |0}, | |j2) nazywamy
zredukowanym elementem macierzowym operatora Ojl .

Trudno przeceni¢ wage twierdzenia Wignera—Eckarta we wpotczesnej fizyce. Po pierw-
sze upraszcza ono wyliczanie elementéw macierzowych danych operatoréow tensorowych,
sprowadzajac problem do wyliczenia jednej statej — zredukowanego elementu macierzo-
wego. Pokazemy to w nastepnym paragrafie dla operatora wektora wodzacego. Po drugie,
twierdzenie to pozwoli rozstrzygnaé, ktore elementy danego opertora sa rowne zeru. Ma
to szczegbdlne zastosowanie przy badaniu przej$¢ w atomach pod wplywem zaburzen opi-
sanych przy pomocy nieredukowalnych operatoréw tensorowych. Po trzecie, pozwala ono
powiazac¢ miedzy soba rézne elementy macierzowe bez wyliczynia zredukowanego elementu
macierzowego. Najlepszym przyktadem jest tu tzw. formuta masowa Gell-Manna-Okubo
dla grupy! SU(3), ktora pozwolita wyliczy¢ réznice mas hadronéw przy pomocy kilku
staltych. Np. réznice mas tzw. oktetu barionow (a wiec 8 czastek) wyrazajy sie przez
dwie state, a dekupletu (10 czastek) przez jedna stala.

<]7m‘O$1 ’j27m2> = m

J ) (22.28)

22.4 Zredukowane elementy macierzowy dla wektora wodzacego

Pokazalismy juz, ze wektor wodzacy 7 jest nieredukowalnym operatorem tensorowym o
j = 1. Zatem jego dzialanie na stan |l[,m) ( [ catkowite) moze da¢ w wyniku stan o
I'=101-1,1,14+ 1. W og6lnosci zatem bedziemy musieli znalez¢ 3 zredukowane elementy

LOczywiscie tw. Wignera—Eckarta jest prawdziwe takze dla innych grup, nie tylko dla grupy obrotéw.
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macierzowe. Najprosciej wyliczy¢ je dla operatora n,, ktéry odpowiada m = 0:
m

la Zl7 = —anyla
Gminellm) = — N

(I+1,m|n.|l,m) = \/(H_l_m)(l+1+m)./\fn(l+1,l)7

20+ 1) +1)

(Il —m)(l+m)
=1, m|n, |lm) = — (1—1.1). 99.29
(1~ Lom . L, m) \/ ST AL = 1.0 (22.29)
We wzorze (22.29) wypisalisSmy jawnie wspolczynniki Clebscha-Gordana (Abramowitz,
Stegun tabela 27.9.2). Aby znalez¢ stale N, (I,]) musimy jawnie wyliczy¢ trzy elementy
macierzowe (22.29) korzystajac ze wzoru

iy 2
(I';m|n, |l,m) = /sin@d@/dng}Cn*(@,cp) cos0Y,™(0, @) (22.30)
0 0

dla jednego, wybranego m. Na og6t sg to dos¢ zmudne obliczenia i nie bedziemy ich tu
wykonywaé. Jednak do$¢ prosto mozemy znalezé¢ N, (I,1). W tym celu musimy wzia¢
m # 0, gdyz dla m = 0 element macierzowy (22.30) znika na mocy wzoru (22.29).

Zauwazmy, ze
1

(0 m s |1 m) ~ /dm P (@) (22.31)

Poniewaz kwadrat wielomianu Legendre’a jest funkcja parzysta, wiec catka, ktora zawiera
x musi znika¢. A zatem wszystkie elementy macierzowe (I, m|n, |l,m) = 0.

Aby wyliczy¢ state N, (I £ 1,1) musimy wykona¢ wielokrotnie calki przez czesci. Po-
damy tu tylko wynik:

[+1 !
— I—1,1) = —)/ . 22.32
20+ 3’ A 1) 20 — 1 (22:32)

No(l,1) =0, Nu(I+1,1) =
Warto zauwazyé¢, ze ze wzgledu na rzeczywistosé¢ elementéw macierzowych zachodzi
(l+1,m|n,|l,m)=(l,m|n, |l +1,m) (22.33)

co ttumaczy sie na stale N,:

243 1
N1+ 1) = — ﬁNn(ZJrl,l)—ﬂ\/n(l—l,l):— %—:Nn(l,l—l). (22.34)

Podstawiajac do wzoru (22.34) N, (I,1 — 1) = /1/(2l + 1) otrzymujemy

l
Na(l = 1,1) = =/ 71
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zgodnie ze wzorem (22.32). Zatem, aby znalez¢ wszystkie elementy macierzowe wektora
77 musieliSmy faktycznie policzy¢ jawnie tylko jeden element macierzowy.
Na koniec podajmy wzor, ktory bedzie nam potrzebny w dalszej czesci wykladu

(1,0/n. |0,0) = \/g (22.35)
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