
21 Symetrie

21.1 Grupy symetrii

Spróbujmy odpowiedzie¢ sobie na pytanie, jak zmienia si¦ stan ukªadu kwantowego pod
wpªywem transformacji ukªadu wspóªrz¦dnych. Najprostsz¡ tak¡ transformacj¡ jest np.
przesuni¦cie lub obrót ukªadu wspóªrz¦dnych. Warto od razu zauwa»y¢, »e tego typu
transformacj¦ mo»emy zinterpretowa¢ jako przesuni¦cie lub obrót samego ukªadu �zycz-
nego. St¡d bierna i aktywna interpretacja takiej transformacji. Druga uwaga dotyczy
matematycznych wªasno±ci wspomnianych transformacji: otó» zarówno translacje jak i
obroty s¡ grupami symetrii. Dysponujemy zatem silnym aparatem matematycznym, który
mo»na zastosowa¢ w mechanice kwantowej.

Przypomnijmy pokrótce de�nicj¦ grupy. Zbiór obiektów a, b, c . . . tworzy grup¦ G,
je»eli mo»na zde�niowa¢ dziaªanie ◦ o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

1. dla ka»dych a, b ∈ G wynik a ◦ b ∈ G,

2. istnieje element e ∈ G, taki »e a ◦ e = e ◦ a = a (zwany elementem jednostkowym),

3. do ka»dego elementu a istnieje element odwrotny a−1, taki »e a ◦a−1 = a−1 ◦a = e ,

4. dziaªanie ◦ jest ª¡czne: (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).

Dodatkowo je±li dziaªanie ◦ jest przemienne, to mówimy, »e grupa G jest abelowa
(przemienna).

Np. Liczby caªkowite 0,±1,±2, . . . tworz¡ grup¦ wzgl¦dem dodawania, a elementem
jednostkowym jest tutaj 0. Jest to oczywi±cie grupa przemienna. Grupy mog¡ skªada¢
si¦ ze sko«czonej liczby elementów, z przeliczalnej liczby elementów, lub z nieprzeliczalnej
liczby elementów. W tym ostatnim przypadku elementy grupy wygodnie jest oznaczy¢

jako funkcje jednego lub kilku ci¡gªych parametrów.
�atwo przekona¢ si¦, »e translacje czy obroty s¡ grupami ci¡gªymi zale»nymi od trzech

ci¡gªych parametrów. W przypadku translacji s¡ to trzy skªadowe wektora przesuni¦cia,
a w przypadku obrotów trzy k¡ty. W �zyce cz¦sto wprowadzamy inn¡, nieco bardziej
formaln¡ grup¦, mianowicie grup¦ translacji czasowych.

Na koniec tego krótkiego wst¦pu warto zaznaczy¢, »e w �zyce odgrywaj¡ rol¦ nie tylko
grupy zwi¡zane z transformacjami czasu i przestrzeni, ale równie» grupy transformacji
w pewnych abstrakcyjnych przetrzeniach. Wrócimy jeszcze do tego problemu w dalszych
rozdziaªach.

21.2 Grupa translacji

Mówi¡c o translacji ukªadu �zycznego mamy na my±li transformacj¦

~r → ~r′ = ~r + ~a, (21.1)
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gdzie ~a jest wektorem translacji. Powstaje pytanie, jak zmienia si¦ funkcja falowa ukªadu
�zycznego pod wpªywem takiego przesuni¦cia. Je»eli w przestrzeni nie ma »adnych pól
(np. elektomagnetycznych lub grawitacyjnych, które byªyby na sztywno zwi¡zane z jakim±
wyró»nionym ukªadem odniesienia) to stan ukªadu kwantowego zasadniczo nie powinien
ulec zmianie. Oczywi±cie pakiet falowy o maksimum w punkcie ~r0 zamieni si¦ w pakiet
falowy o maksimum w punkcie ~r0 + ~a, ale np. ksztaªt pakietu nie ulegnie zmianie. Czyli
je±li przed przesuni¦ciem ukªad opisuje funkcja falowa ψα(~r), to po przesuni¦ciu opisy-
wany jest on funkcj¡ falow¡ ψβ(~r + ~a). Postulat wspóªzmienniczo±ci wzgl¦dem tanslacji
sprowadza si¦ do równania

ψβ(~r + ~a) = ψα(~r) lub ψβ(~r) = ψα(~r − ~a) (21.2)

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, jak ze stanu kwantowego α otrzyma¢ matematycznie

stan β, zde�niujmy operator U(~a), taki »e

Û(~a)ψα(~r) = ψβ(~r). (21.3)

Zauwa»my, »e równanie (21.3) podaje przepis, jak przej±¢ od jednego stanu do drugiego
dla ukªadu w tym samym punkcie. Od razu z zachowania normy dostajemy warunek

Û †(~a)Û(~a) = 1, (21.4)

czyli »e operator U jest unitarny.
Aby znalez¢ jawn¡ posta¢ operatora U musimy skorzysta¢ z równania (21.2)

Û(~a)ψα(~r) = ψα(~r − ~a). (21.5)

Warto w tym miejscu zauwa»y¢, »e równanie (21.5) stosuje si¦ w zasadzie dla dowolnej
transformacji przestrzennej R:

~r → ~r ′ = R~r, (21.6)

wówczas
ÛR ψα(~r) = ψα(R−1~r). (21.7)

Dalej wystarczy zaªo»y¢, »e translacja (21.1) jest in�nitenzymalna, tzn. »e ~a jest maªe
i

ψα(~r − ~a) = ψα(~r)− ~a · ~∇ψα(~r) +
1

2

(
~a · ~∇

)2

ψα(~r) + . . . , (21.8)

a st¡d

Û(~a) = 1− ~a · ~∇+
1

2

(
~a · ~∇

)
+ . . . = e−~a·

~∇. (21.9)

Na koniec warto przepisa¢ (21.9) przy pomocy operatora p¦du

Û(~a) = e−i~a·~p/h̄ = e−i(axp̂x+ay p̂y+az p̂z)/h̄. (21.10)
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Widzimy, »e operatory Û(~a) tworz¡ grup¦ abelow¡ w sensie de�nicji podanej na pocz¡tku
rozdziaªu, a poszczególne elementy tej grupy numerowane s¡ trzema ci¡gªymi parametrami
ax, ay i az. Elementem jednostkowym jest

Û(0) = 1,

a elementem odwrotnym
Û−1(~a) = Û(−~a) = ei~a·~p/h̄.

Operator Û przyjmuje posta¢ (21.10) niezale»nie od reprezentacji jak¡ wybierzemy dla
operatora ~p. Operator p¦du nazywamy w tym kontek±cie generatorem grupy.

21.2.1 Równanie ruchu

Czy z faktu, »e ψα (t, ~r) speªnia zale»ne od czasu równanie Schrödingera

ih̄
d

dt
ψα (t, ~r) = Ĥ ψα (t, ~r) (21.11)

wynika, »e ψβ (t, ~r) jest tak»e rozwi¡zaniem zale»nego od czasu równania Schrödingera?
Sprawd¹my

ih̄
d

dt
ψβ (t, ~r) = ih̄

d

dt

(
ÛR ψα (t, ~r)

)
= ÛR

(
ih̄
d

dt
ψα (t, ~r)

)
= ÛRĤ ψα (t, ~r)

= ÛRĤ Û †Rψβ (t, ~r) , (21.12)

gdzie w ostatnim kroku skorzystali±my z unitarno±ci operatora ÛR i równania (21.7).
Równanie to przyjmuje posta¢ (21.12) gdy

ÛRĤ Û †R = Ĥ, czyli
[
ÛR, Ĥ

]
= 0. (21.13)

Stosuj¡c równanie (21.13) do transformacji symetrii, otrzymujemy, »e musi zachodzi¢[
p̂, Ĥ

]
= 0. (21.14)

Aby wykaza¢ (21.14) wystarczy rozwin¡¢ Û wedªug (21.9). A zatem, aby ukªad �-
zyczny po przesuni¦ciu nadal pozostawaª ukªadem �zycznym (czyli speªniaª równanie
Schrödingera), operator p¦du (czyli generator symetrii) i hamilatonian ukªadu musz¡ ko-
mutowa¢ (czyli posiada¢ wspólny ukªad funkcji wªasnych). O takim ukªadzie mówimy, »e
jest niezmienniczy wzgl¦dem translacji.
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21.2.2 Elementy macierzowe stanów przesuni¦tych

Dotychczas nasze wywody prowadzili±my w oparciu o funkcje falowe w przedstawieniu
poªo»eniowym. Jednak»e równanie (21.3) mo»na z ªatwo±ci¡ przepisa¢ w notacji bra i ket
Diraka:

|β〉 = ÛR |α〉 . (21.15)

Podobnie dla stanu sprz¦»onego
〈β′| = 〈α′| Û †R. (21.16)

Wykorzystuj¡c równania (21.15) i (21.16) zapiszmy element macierzowy dowolnego ope-
ratora dynamicznego Ô w ukªadzie przetransformowanym:

〈β′| ÔR |β〉 = 〈α′| Û †RÔRÛR |α〉 = 〈α′| Ô |α〉 . (21.17)

Widzimy zatem, »e operator w ukªadzie wyj±ciowym wyra»a si¦ przez operator w ukªadzie
przetransformowanym

Ô = Û †RÔRÛR. (21.18)

Wró¢my do translacji. Intuicyjnie, wspóªrz¦dna rk w ukªadzie przesuni¦tym o ~a, z punktu
widzenia ukªadu wyj±ciwego ma wrto±¢ rk + ak. Sprawd¹my, jak wygl¡da to w naszym
formali¹mie. Przyjmuj¡c, »e ÔR = r̂k, mamy

Ô =

(
1 +

i
h̄
aip̂i + . . .

)
r̂k

(
1− i

h̄
aip̂i + . . .

)
= r̂k +

i

h̄
ai [p̂i, r̂k] = rk +

i

h̄
ai (−ih̄δik)

= rk + ak. (21.19)

Zatem elementy macierzowe operatora poªo»enia w stanach przesuni¦tych |β〉 s¡ równe
odpowiednim elementom macierzowym operatora ~r + ~a w stanach wyj±ciowych |α〉.

Z kolei, je±li ÔR = p̂, to operator Ô = p̂. Podobnie jest dla ka»dego operatora, który
jest funkcj¡ p̂.

21.3 Translacje w czasie

Rozpatrzmy teraz analogicznie transformacj¦ polegaj¡c¡ na translacji czasowej. Wówczas

ψβ(t+ τ , ~r) = ψα(~r) lub ψβ(t, ~r) = ψα(t− τ , ~r). (21.20)

Korzystajc z analogonu wzoru (21.7)

ÛT (τ)ψα(t, ~r) = ψα(t− τ , ~r) (21.21)

i stosuj¡c rozwini¦cie Taylora

ψα(t− τ , ~r) =

(
1− τ d

dt
+
τ 2

2!

d2

dt2
+ . . .

)
ψα(t, ~r) = e−τ

d
dtψα(t, ~r). (21.22)
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St¡d

ÛT (τ) = eiτĤ/h̄ (21.23)

pod warunkiem, »e Ĥ nie zale»y od czasu. Tylko wtedy wy»sze pochodne dn/dtn daj¡
si¦ zast¡pi¢ przez Ĥn . Oczywi±cie ÛT komutuje z Ĥ i ukªad posiada symetri¦ niezmien-
niczo±ci translacyjnej w czasie.

21.4 Grupa obrotów

21.4.1 Generatory grupy obrotów

Aby znale¹¢ form¦ operatora ÛR dla obrotów musimy najpierw skonstruowa¢ przeksztaª-
cenie przestrzenne odpowiadaj¡ce obrotowi wektora ~r. Ka»dy obrót R mo»na przedstawi¢
jako zªo»enie trzech obrotów kolejno wokó osi z, x i y1:

R = Ry(φy)Rx(φx)Rz(φz), (21.24)

gdzie φx,y,z s¡ k¡tami obrotu wokó odpowiednich osi. Warto zaznaczy¢, »e istotn¡ rol¦
odgrywa tu kolejno±¢ obrotów, gdy» nie s¡ to operacje przemienne. Za dodatni kierunek
obrotu przyjmijmy kierunek przeciwny ruchowi wskazówek zegara, wówczas obrót o k¡t
φz daje si¦ zapisa¢ za pomoc¡ przeksztaªcenia macierzowego x′

y′

z′

 =

 cosφz − sinφz 0
sinφz cosφz 0

0 0 1

 x
y
z

 . (21.25)

Rzeczywicie dla wektora ~r = (x, 0, 0) le»¡cego na osi x po obrocie ~r ′ = (x cosφz, x sinφz, 0),
a wi¦c wspóªrz¦dna x zmalaªa a y wzrosªa.

Obrót wokó osi x o k¡t φx przyjmuje posta¢ x′

y′

z′

 =

 1 0 0
0 cosφx − sinφx
0 sinφx cosφx

 x
y
z

 (21.26)

natomiast obrót wokó osi y o k¡t φydaje si¦ zapisa¢ jako: x′

y′

z′

 =

 cosφy 0 sinφy
0 1 0

− sinφy cosφy

 x
y
z

 . (21.27)

Zwró¢my uwag¦, »e znak �−� dla obrotu wokó osi y pojawia si¦ w dolnym rogu macierzy
Ry, a nie jak w przypadku obrotów wokó osi z i x ponad diagonaln¡ ze wzgl¦du na to, »e
przyj¦li±my, »e obroty wykonywane s¡ przeciwnie do ruchu wskazówek zegara.

1Nie jest to jedyna mo»liwo±¢, wrócimy do tego problemu w rozdziale ??.
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Poniewa», aby wyliczy¢ posta¢ operatora ÛR b¦dziemy korzystali z rozwini¦cia Taylora,
wystarczy rozwa»y¢ obroty in�nitenzymalne:

Rz = 1 +

 0 −φz 0
φz 0 0
0 0 0

+ . . . ,

Rx = 1 +

 0 0 0
0 0 −φx
0 φx 0

+ . . . ,

Ry = 1 +

 0 0 φy
0 0 0
−φy 0 0

+ . . . . (21.28)

Peªna macierz R jest iloczynem macierzy (21.28). W przypadku obrotów in�nitenzymal-
nych nie gra roli kolejno±¢, gdy» ró»nica mi¦dzy dwoma obrotami wykonanymi w ró»nej
kolejno±ci jest wy»szego rz¦du w k¡tach φ. Zatem

R = 1 +

 0 −φz φy
φz 0 −φx
−φy φx 0

+ . . . . (21.29)

St¡d

~r ′ = R~r = ~r +

 φyz − φzy
φzx− φxz
φxy − φyx

+ . . . = ~r + ~φ× ~r + . . . , (21.30)

gdzie wektor ~φ jest zde�niowany jako:

~φ =

 φx
φy
φz

 . (21.31)

Skorzystamy teraz z równania (21.7):

ÛR(~φ)ψα(~r) = ψα(R−1~r),

gdzie R−1otrzymuje si¦ z R przez zamian¦ ~φ→ −~φ we wzorze (21.30):

ÛR(~φ)ψα(~r) = ψα(~r − ~φ× ~r) = ψα(~r)−
(
~φ× ~r

)
· ~∇ψα(~r)

=
{

1− ~φ ·
(
~r × ~∇

)}
ψα(~r)

=

{
1− i

h̄
~φ · (~r × ~p)

}
ψα(~r)

=

{
1− i

h̄
~φ · ~L

}
ψα(~r). (21.32)
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Po eksponencjacji otrzymujemy jawn¡ posta¢ operatora ÛR:

ÛR

(
~φ
)

= e−
i
h̄
~φ~L. (21.33)

Widzimy zatem, »e trzy skªadowe operatora momentu p¦du stanowi¡ generatory trans-
formacji obrotu. Jak wiemy speªniaj¡ one relacj¦ komutacji[

L̂i, L̂k

]
= ih̄ εijkL̂k.

Warto spróbowa¢ relacj¦ (21.30) de�niuj¡c¡ obrót w przestrzeni poªo»e« przepisa¢ w po-
staci analogicznej do (21.32,21.33). W tym celu przepiszmy j¡ dla skªadowej k wektora
~r ′

r ′k = rk +
(
~φ× ~r

)∣∣∣
k

= rk + εklmφlrm = (δkm − φlεlkm) rm. (21.34)

Zde�niujmy teraz trzy macierze ( l = 1, 2, 3 ) o wymiarach 3× 3:

slkm = −εlkm, (21.35)

które przyjmuj¡ jawn¡ posta¢

s1 =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , s2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , s3 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 . (21.36)

Przy pomocy tych macierzy mo»emy zapisa¢ macierz R jako

R = 1 + φ1s1 + φ2s2 + φ3s3 = 1 + ~φ · ~s. (21.37)

Nawiasem mówi¡c, ten zwi¡zek mo»ny ju» byªo odczyta¢ ze wzoru (21.28).De�niuj¡c nowe
macierze Sl:

Sl = ih̄sl (21.38)

mo»emy przepisa¢ R w postaci analogicznej do ÛR:

R = 1− i

h̄
~φ · ~S. (21.39)

Widzimy zatem, »e macierze
(Sl)km = −ih̄ εlkm (21.40)

s¡ generatorami obrotów w przestrzeni poªo»e«.
Spróbujmy podsumowa¢ dotychczasowe wyniki. Po pierwsze pokazali±my, »e gene-

ratorami grupy obrotów s¡ skªadowe operatora momentu p¦du. Za ich pomoc¡ mo»na
zapisa¢ operator obrotu ÛR dziaªaj¡cy w przestrzeni funkcji falowych. Z poprzednich
rozwa»a« wiemy, »e przestrze«, w której dziaªaj¡ te operatory daje si¦ scharakteryzowa¢
dwoma liczbami kwantowymi l i m. Dla wybranego, ustalonego l operatory te mo»emy
zast¡pi¢ przez macierze o wymiarach (2l + 1)×(2l + 1). Po drugie, okazaªo si¦, »e zwykª¡

122



transformacj¦ obrotu w przestrzeni poªo»e« mo»emy zapisa¢ przy pomocy generatorów
Sl, które s¡ macierzami 3× 3. St¡d wniosek, »e dla tej reprezentacji grupy obrotów l = 1.
Warto si¦ przekona¢, »e

3∑
l=1

(Sl)
2 = 2h̄2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (21.41)

Poniewa» warto±¢ wªasna operatora L̂2 wynosi l(l + 1), we wzorze (21.41) l = 1.
Dotychczas zakªadali±my milcz¡co, »e funkcje falowe ψα s¡ skalarami wzgl¦dem trans-

formacji obrotu. Ale mo»na sobie ªatwo wyobrazi¢ funkcj¦ falow¡, która sama jest trój-
wymiarowym wektorem

~ψα(~r) =

 ψ1
α(~r)

ψ2
α(~r)

ψ2
α(~r)

 . (21.42)

Wówczas prawo transformacji przybiera posta¢

~ψβ(R~r) = R ~ψα(~r). (21.43)

Macierz R dziaªa tylko na wska¹niki wektorowe funkcji falowej, a nie na indeksy α, β.
St¡d operator ÛR speªnia równanie

ÛR ~ψα(~r) = ψβ(~r) = R ~ψα(R−1~r). (21.44)

Dla obrotów in�nitenzymalnych

ÛR ~ψα(~r) =

(
1− i

h̄
~φ · ~S

)
~ψα(~r − ~φ× ~r)

=

(
1− i

h̄
~φ · ~S

)(
1− i

h̄
~φ · ~L

)
~ψα(~r)

=

(
1− i

h̄
~φ · ~S − i

h̄
~φ · ~L

)
~ψα(~r). (21.45)

Pami¦tajmy, »e ~S dziaªaj¡ na indeksy wektorowe funkcji ~ψα(~r), a ~L s¡ operatorami ró»-
niczkowymi. Zatem

ÛR

(
~φ
)

= 1− i

h̄
~φ ·
(
~S + L̂

)
+ . . . (21.46)

czyli »e generatory obrotów s¡ sum¡ generatora ~L i generatora ~S.
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