21 Symetrie

21.1 Grupy symetrii

Sprobujmy odpowiedzie¢ sobie na pytanie, jak zmienia sie stan uktadu kwantowego pod
wplywem transformacji uktadu wspotrzednych. Najprostsza taka transformacja jest np.
przesuniecie lub obrot uktadu wspotrzednych. Warto od razu zauwazy¢, ze tego typu
transformacje mozemy zinterpretowac jako przesuniecie lub obrét samego uktadu fizycz-
nego. Stad bierna i aktywna interpretacja takiej transformacji. Druga uwaga dotyczy
matematycznych wtasnosci wspomnianych transformacji: otéz zaréwno translacje jak i
obroty sa grupami symetrii. Dysponujemy zatem silnym aparatem matematycznym, ktory
mozna zastosowa¢ w mechanice kwantowe;j.

Przypomnijmy pokrétce definicje grupy. Zbior obiektéw a, b, c... tworzy grupe G,
jezeli mozna zdefiniowaé dziatanie o o nastepujacych wtasnosciach:

1. dla kazdych a,b € G wynik aob € G,

2. istnieje element e € G, taki ze aoe = eoa = a (zwany elementem jednostkowym),

3. do kazdego elementu a istnieje element odwrotny a=!, taki ze aoa ™' =a loa=c¢e,

4. dzialanie o jest laczne: (aob)oc=ao (boc).

Dodatkowo jesli dziatanie o jest przemienne, to méwimy, ze grupa G jest abelowa
(przemienna).

Np. Liczby catkowite 0,£1, 42, ... tworza grupe wzgledem dodawania, a elementem
jednostkowym jest tutaj 0. Jest to oczywiscie grupa przemienna. Grupy moga sktadaé
sie ze skonczonej liczby elementéw, z przeliczalnej liczby elementoéw, lub z nieprzeliczalnej
liczby elementow. W tym ostatnim przypadku elementy grupy wygodnie jest oznaczyé
jako funkcje jednego lub kilku cigglych parametrow.

Latwo przekonac sie, ze translacje czy obroty sa grupami ciagtymi zaleznymi od trzech
ciaggtych parametrow. W przypadku translacji sa to trzy sktadowe wektora przesuniecia,
a w przypadku obrotow trzy katy. W fizyce czesto wprowadzamy inna, nieco bardziej
formalng grupe, mianowicie grupe translacji czasowych.

Na koniec tego krotkiego wstepu warto zaznaczy¢, ze w fizyce odgrywaja role nie tylko
grupy zwiazane z transformacjami czasu i przestrzeni, ale roéwniez grupy transformacji
w pewnych abstrakcyjnych przetrzeniach. Wrocimy jeszcze do tego problemu w dalszych
rozdziatach.

21.2 Grupa translacji

Moéwiac o translacji uktadu fizycznego mamy na my$li transformacje

P =74, (21.1)
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gdzie d jest wektorem translacji. Powstaje pytanie, jak zmienia sie funkcja falowa uktadu
fizycznego pod wplywem takiego przesuniecia. Jezeli w przestrzeni nie ma zadnych pol
(np. elektomagnetycznych lub grawitacyjnych, ktore bytyby na sztywno zwigzane z jakimg
wyroznionym uktadem odniesienia) to stan uktadu kwantowego zasadniczo nie powinien
ulec zmianie. Oczywiscie pakiet falowy o maksimum w punkcie 7y zamieni sie w pakiet
falowy o maksimum w punkcie 7y + @, ale np. ksztalt pakietu nie ulegnie zmianie. Czyli
jesli przed przesunieciem uktad opisuje funkcja falowa 1, (7), to po przesunieciu opisy-
wany jest on funkcja falowa ¢4(7" + @). Postulat wspétzmienniczosci wzgledem tanslacji
sprowadza si¢ do rownania

(7 + @) = 1o (7) lub P (7) = 1, (7 — @) (21.2)

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, jak ze stanu kwantowego « otrzymaé matematycznie
stan (3, zdefiniujmy operator U (@), taki ze

U(@) () = (7). (21.3)

Zauwazmy, ze rownanie (21.3) podaje przepis, jak przej$¢ od jednego stanu do drugiego
dla uktadu w tym samym punkcie. Od razu z zachowania normy dostajemy warunek

A

Uta@)U(a@) =1, (21.4)

czyli ze operator U jest unitarny.
Aby znalezé jawna postacé operatora U musimy skorzystaé¢ z réwnania (21.2)

U(@) 0 (F) = (7 — @). (21.5)

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze rownanie (21.5) stosuje sie w zasadzie dla dowolnej
transformacji przestrzennej R:

r—7 =RT, (21.6)
WOWCZas A
Urto(7) = bo(R7'7). (21.7)
Dalej wystarczy zalozyé, ze translacja (21.1) jest infinitenzymalna, tzn. ze d jest mate
i
YalF =) = Vo)~ - T 0o (M 45 (3-9) v+, (21.8)
a stad
U(J):1—6ﬁ+%(dﬁ)Jr...:e—“iV (21.9)

Na koniec warto przepisa¢ (21.9) przy pomocy operatora pedu

A

U(@) = e™ @0/ = gmi(aabataybytaspe)/h, (21.10)
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Widzimy, ze operatory U(c?) tworza grupe abelowa w sensie definicji podanej na poczatku
rozdziatu, a poszczegolne elementy tej grupy numerowane sa trzema ciggltymi parametrami
ag, Gy 1 a,. Elementem jednostkowym jest

a elementem odwrotnym

UY(a@) = U(—a) = P/,

Operator U przyjmuje posta¢ (21.10) niezaleznie od reprezentacji jaka wybierzemy dla
operatora p. Operator pedu nazywamy w tym kontekscie generatorem grupy.

21.2.1 Roéwnanie ruchu

Czy z faktu, ze 9, (t,7) spelnia zalezne od czasu réwnanie Schrodingera
L d I .,
Zhawa (t? T) = Hwa (t> T) (2111)

wynika, ze 14 (t,7) jest takze rozwigzaniem zaleznego od czasu réwnania Schrodingera?
Sprawdzmy

d d (-
ihty (t.7) = b (UR Ve (W))

“ d
= Ugr (Zhawa(tﬂ?))
= UrH, (t,7)
= UpH U, (t,7), (21.12)

gdzie w ostatnim kroku skorzystalismy z unitarnosci operatora Ug i réwnania (21.7).
Roéwnanie to przyjmuje postac¢ (21.12) gdy

UpHUL=H,  cayli [UR, H} — 0. (21.13)

Stosujac rownanie (21.13) do transformacji symetrii, otrzymujemy, ze musi zachodzi¢
[;5 H} —0. (21.14)
Aby wykazaé¢ (21.14) wystarczy rozwinad U wedlug (21.9). A zatem, aby uktad fi-
zyczny po przesunieciu nadal pozostawal ukladem fizycznym (czyli spelial rownanie
Schrodingera), operator pedu (czyli generator symetrii) i hamilatonian uktadu musza ko-

mutowaé (czyli posiada¢ wspolny uklad funkcji wtasnych). O takim ukladzie mowimy, ze
jest niezmienniczy wzgledem translacji.
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21.2.2 Elementy macierzowe stanéw przesunietych

Dotychczas nasze wywody prowadziliémy w oparciu o funkcje falowe w przedstawieniu
potozeniowym. Jednakze rownanie (21.3) mozna z tatwoscia przepisa¢ w notacji bra i ket
Diraka:

18) = Ug |a) . (21.15)
Podobnie dla stanu sprzezonego R
(8 = (| Uf, (21.16)

Wrykorzystujac rownania (21.15) i (21.16) zapiszmy element macierzowy dowolnego ope-
ratora dynamicznego O w uktadzie przetransformowanym:

(8] Or |B) = (/| ULORUR |a) = (/| O |a) . (21.17)

Widzimy zatem, ze operator w uktadzie wyjSciowym wyraza sie przez operator w uktadzie
przetransformowanym

O = ULORUg. (21.18)
Wroémy do translacji. Intuicyjnie, wspolrzedna r, w uktadzie przesunietym o d, z punktu
widzenia uktadu wyjsciwego ma wrtosé¢ ry + a,. Sprawdzmy, jak wyglada to w naszym
formalizmie. Przyjmujac, ze Or = 1, mamy

A T R T

= Tkt %ai [Di, ] = 1, + %ai (—ihdix)

— et (21.19)

Zatem elementy macierzowe operatora polozenia w stanach przesunietych |3) sa réwne
odpowiednim elementom macierzowym operatora '+ d@ w stanach wyjsciowych ).

7 kolei, jesli Op = p, to operator O = p. Podobnie jest dla kazdego operatora, ktory
jest funkcja p.

21.3 Translacje w czasie

Rozpatrzmy teraz analogicznie transformacje polegajaca na translacji czasowej. Wowczas

wﬁ(t + T, F) = Q/Ja(F) lub wﬁ(tv 7?) = wa(t - T, T_“) <2120>
Korzystajc z analogonu wzoru (21.7)
Ur(r) o (t.7) = o (t = 7.7) (21.21)

i stosujac rozwiniecie Taylora

o= = (1=7 S 4 T Ny ) = e (4,9 (21.22)
N T,T) = Tt oram e YaltT) =e ot 7). .



Stad )
Ur(t) = emH/h (21.23)
pod warunkiem, ze H nie zalezy od czasu. Tylko wtedy wyzsze pochodne d"/dt" daja

sie zastapi¢ przez H™ Oczywiscie Ur komutuje z H i uktad posiada symetrie niezmien-
niczoéci translacyjnej w czasie.

21.4 Grupa obrotow
21.4.1 Generatory grupy obrotéw

Aby znalez¢ forme operatora Ur dla obrotow musimy najpierw skonstruowac przeksztal-
cenie przestrzenne odpowiadajace obrotowi wektora 7. Kazdy obrét R mozna przedstawic
jako zlozenie trzech obrotéw kolejno woké osi z, z i y':

gdzie ¢, , . sa katami obrotu woké odpowiednich osi. Warto zaznaczy¢, ze istotna role
odgrywa tu kolejnosé obrotow, gdyz nie sa to operacje przemienne. Za dodatni kierunek
obrotu przyjmijmy kierunek przeciwny ruchowi wskazowek zegara, wowczas obrot o kat
¢, daje sie zapisa¢ za pomoca przeksztalcenia macierzowego

x cos¢p, —sing, 0 x
y | = | sing, cos¢, 0 y |- (21.25)
2 0 0 1 z

Rzeczywicie dla wektora 77 = (z, 0, 0) lezacego na osi z po obrocie 7’ = (z cos ¢, xsin ¢,, 0),
a wiec wspolrzedna x zmalala a y wzrosta.
Obrot woko osi x o kat ¢, przyjmuje postac

x 1 0 0 x
vy | =10 cosgp, —sing, Y (21.26)
z' 0 sing, coso, z

natomiast obrot woko osi y o kat ¢, daje sie zapisac jako:
x cosg, 0 sing, x
y | = 0 1 0 y (21.27)
2! —sin g, cos ¢, z

Zwroémy uwage, ze znak ,,—” dla obrotu woko osi y pojawia sie w dolnym rogu macierzy

R, a nie jak w przypadku obrotéw woko osi z i « ponad diagonalng ze wzgledu na to, ze
przyjeliémy, ze obroty wykonywane sa przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

! Nie jest to jedyna mozliwoé¢, wrocimy do tego problemu w rozdziale ?7.
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Poniewaz, aby wyliczy¢ postaé operatora Ur bedziemy korzystali z rozwiniecia Taylora,

wystarczy rozwazyé obroty infinitenzymalne:

0 —¢, 0

R. = 1+|¢, 0 0]+...,
0 0 0]
[0 0 0 ]

R, = 1+|0 0 —¢, | +...,
1 0 ¢, 0 ]
C 0 06,

R, = 1+ 0O 0 0 |+....
__¢y 0 O_

(21.28)

Pelna macierz R jest iloczynem macierzy (21.28). W przypadku obrotéw infinitenzymal-
nych nie gra roli kolejnosé¢, gdyz réznica miedzy dwoma obrotami wykonanymi w réznej

kolejnosci jest wyzszego rzedu w katach ¢. Zatem

0 —¢. o
R=1+1| ¢, 0 —¢, | +....
_¢y ¢x 0
Stad
¢yz - ¢zy .
7 =RF=7T+|¢x—¢z | +...=FT+dXT+...,
¢zy - ¢y$
gdzie wektor 5 jest zdefiniowany jako:
. o
o= o,
.

Skorzystamy teraz z rownania (21.7):

Un(§)1o(F) = ©o(R7'7),

gdzie R~lotrzymuje sie z R przez zamiane ¢ — —¢ we wzorze (21.30):

A~

Un()a(F)

ValF = 8 x7) = 0a() = (& % 7) - Voo 7)

- {1—5- (Fx V)}%(F)
= {1-35- 0 xn fe®

(21.29)

(21.30)

(21.31)

(21.32)



Po eksponencjacji otrzymujemy jawna postac¢ operatora ﬁR:
U (5) = e #9L, (21.33)

Widzimy zatem, ze trzy skltadowe operatora momentu pedu stanowia generatory trans-
formacji obrotu. Jak wiemy spelniaja one relacje komutacji

[I:h Ek] =1h Eijki/k-
Warto sprobowa¢ relacje (21.30) definiujaca obrot w przestrzeni polozen przepisa¢ w po-

staci analogicznej do (21.32,21.33). W tym celu przepiszmy ja dla sktadowej k wektora

/
rL =7+ <$><F)

Zdefiniujmy teraz trzy macierze ( [ = 1,2,3 ) o wymiarach 3 x 3:

L Tk + €eim®Tm = (Okm — O1€tkm) T'm- (21.34)

Skm = —€lkm; (21.35)
ktore przyjmuja jawna postac
00 O 0 01 0 -1 0
st=100 —1], s*= 000|,s=|1 00 (21.36)
01 0 -1 0 0 0 00

Przy pomocy tych macierzy mozemy zapisa¢ macierz R jako
R=1+¢'s'+¢*’>+¢’>=1+¢5 (21.37)

Nawiasem mowiac, ten zwiazek mozny juz byto odczytaé ze wzoru (21.28).Definiujac nowe
macierze S:

Sy = ihs' (21.38)

mozemy przepisa¢ R w postaci analogicznej do Ur:
R=1- %Zﬁ .. (21.39)

Widzimy zatem, ze macierze
(S = —ih €tkm (21.40)

sa generatorami obrotow w przestrzeni polozer.

Sprobujmy podsumowaé dotychczasowe wyniki. Po pierwsze pokazaliSmy, ze gene-
ratorami grupy obrotow sa sktadowe operatora momentu pedu. Za ich pomoca mozna
zapisa¢ operator obrotu Ug dziatajacy w przestrzeni funkcji falowych. 7 poprzednich
rozwazan wiemy, ze przestrzen, w ktorej dzialaja te operatory daje sie scharakteryzowaé
dwoma liczbami kwantowymi [ i m. Dla wybranego, ustalonego | operatory te mozemy
zastapi¢ przez macierze o wymiarach (20 + 1) x (2 + 1). Po drugie, okazalo sie, ze zwykta
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transformacje obrotu w przestrzeni potozenn mozemy zapisa¢ przy pomocy generatorow
S, ktore sa macierzami 3 x 3. Stad wniosek, ze dla tej reprezentacji grupy obrotéow [ = 1.
Warto sie przekonac, ze

i (S))* = 2K

=1

(21.41)

o O =
O = O
_ o O

Poniewaz warto$¢ wlasna operatora L2 wynosi [(I+ 1), we wzorze (21.41) [ = 1.

Dotychczas zaktadalismy milczaco, ze funkcje falowe 1, sa skalarami wzgledem trans-
formacji obrotu. Ale mozna sobie latwo wyobrazi¢ funkcje falowa, ktéra sama jest troj-
wymiarowym wektorem

G
Ja() = | 30 |- (2142
o ()
Wowcezas prawo transformacji przybiera postac
Va(R7) = R (). (21.43)

Macierz R dziala tylko na wskazniki wektorowe funkcji falowej, a nie na indeksy a, 3.
Stad operator Ug spelnia rownanie

Un () = 5(7) = RO, (R (21.44)

Dla obrotow infinitenzymalnych

Un Fal) = (1—2'5-5)&&(?—%?)

7
ZI—» — - = - JN
i 4 i 2\ -
_ (1_ﬁ¢'5_ﬁ¢'L 3. (21.45)

Pamietajmy, ze S dziataja na indeksy wektorowe funkcji JQ(F), al sa operatorami roz-
niczkowymi. Zatem

UR(g_b’):l—%gg-(§+ﬁ)+... (21.46)

czyli ze generatory obrotéw sa sumg generatora Li generatora S.
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