20 Wspoblczynniki Clebscha-Gordana

20.1 Definicja

Rozwazmy uktad sktadajacy sie z dwoch podsystemoéw zaleznych od réznych zmiennych.
Najprosciej wyobrazié¢ sobie taki system jako uklad dwoch elektronéw, poruszajacych sie
w potencjale sferycznie symetrycznym, ktorych wzajemne oddziatywanie zaniedbujemy.
Wowczas funkcja falowa kazdego z elektrondéw daje sie rozseparowaé na czesci radialng
i katowa, przy czym czesci katowe zaleze¢ beda odpowiednio od katow 61, o1 i 05, o .
Jest oczywiste, ze operatory orbitalnego momentu pedu dla pierwszego elektronu ﬁ,(:) i
dla drugiego I:l(f) komutuja
[zlgl)7 [Aﬁ(’i):| = 07

gdyz sa to operatory rézniczkowe dzialajace na rézne zmienne. Sprobujmy odpowiedzied
na pytanie: jak wygladaja stany wlasne operatora sumarycznego momentu pedu L, =

A

L,E}) + L,(f). Jak sie okaze, nasze rozwazania beda catkowicie ogdlne i pozostang shuszne

2)

takze dla kretow utamkowych. Rozpatrzmy zatem dwa opeartory j,gl dziatajace w 2

roznych przestrzeniach

TV, m) = 161+ 1) [ma) s TP oy ma) = ja(ja + 1) |z, ma)
T gy ma) = ma [, ma) s 5D oy ma) = ma o, ma) (20.1)
gdzie dla utatwienia przyjeliSmy uktad jednostek, w ktorych A = 1, lub — jak kto woli —

przeskalowali$my operatory Ji — Ji/h. Stad relacje komutacji przyjmuja postac

[j]gm), jr(ig)] _ iEkmnjfll’Z), [jlgl)’ jr(f)] =0. (20_2)
Operator catkowitego momentu pedu jest suma
Je = j,il) 01®@ +1Wo j,iZ), (20.3)

gdzie przez 102 oznaczylismy operator jednostkowy dziatajacy odpowiednio w pierwszej
lub drugiej przestrzeni. Ponizej bedziemy opuszczaé operatory jednostkowe, gdyz uprasz-
cza to znacznie notacje. Naszym zadaniem bedzie skonstruowanie stanéw wlasnych [, m)
operatora J2 i J; ze stanow |1, my) i |ja, ma). Z postaci operatora (20.3) wida¢, ze stanami
wlasnymi operatora J3 beda stany iloczynowe |71, m1) |J2, m2). Rzeczywiscie

Ja gty ma) [Gayma) = J57 [, ma) 0 1@ g, ma) + 10 51, ma) 0 J52 |z, ma)
= (my + ma) |1, m1) |72, ma) . (20.4)

Powstaje pytanie: czy stany te sa stanami wlasnymi J2? Okazuje sie ze nie. Aby to
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wykazaé zapiszmy J? jako

5 1. -

J :§J+J + = J J++J2
1 1 2
=5 (A + J<2 ) (IO ) S (F0 4+ D) (S04 T2+ (A )
1 (1 1 1 1 2 2 2 2
5 (I 4 TS 4 S (D 1 B )

+ 0P J(”J2>+<J§”+J§2)) , (20.5)

gdzie wykorzystalismy fakt, ze J,gl) i g2 komutuja. Wyliczmy teraz dzialanie poszczegol-
nych sktadnikow sumy (?7?) na stan iloczynowy |ji,mq) |j2, mso):

(J(l J + J J( ) |71, m1) |ja, ma) = (J1(J1 + 1) — my(my — 1)) |51, m1) |2, m2)
+ (J1(j1 + 1) = ma(my + 1)) |71, ma) |J2, ma)
=2 (j1(j1 + 1) = m7) [j1, m1) |j2, ma) (20.6)

i analogicznie

(T + T ID) ) |jzoma) = 2 (iala + 1) = m) [jrm) zoma) . (20.7)

7 kolei

J(l |jl)m1> |j25m2>

= \/Jl U1+ 1) — ma(my + 1)/ (j2 + 1) — ma(ma — 1) [1, mq + 1) [jo,ms — 1), (20.8)

YT 1 ma) |, ma)

= \/.71 (r +1) — ma(my — D)2 (ja + 1) — ma(ma + 1) [j1, mq — 1) |jo,ma + 1) (20.9)
1 wreszcie

" R 2
(Jél) + Jém) i1, ma) |j2, ma) = (m7 + 2myms + m3) |1, ma) |2, ma) . (20.10)

Zatem w sumie otrzymujemy

T2 |1, ma) |2, ma) (20.11)
= (j1(h + 1) + j2(j2 + 1) + 2mama) [j1, ma) |2, ma)

+ Vi + 1) = ma(my + 1)y 52 (ja + 1) — ma(my — 1) |1, ma + 1) |2, ma — 1)

+ V01 + 1) = mi(ma — 1)/ ja(jz + 1) — ma(ma + 1) |1, my — 1) |jo, ma + 1)

Widzimy zatem, ze w og6lno$ci w wyniku dziatania operatora J? na stan iloczynowy
|71, m1) |J2, m2) dostajemy nowe stany, mianowicie |j1,mq + 1) |j2, mo — 1) 1 |j1, m3 — 1)
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|72, mo + 1). Warto zauwazy¢, ze wszystkie te stany odpowiadaja tej samej wartosci
wlasnej Js3: my 4 my, czego nalezalo oczekiwaé, gdyz Js komutuje z J2.
Z réwnania (20.11) wynika, ze stany diagonalizujace J? beda w ogdlnosci kombinacjami

liniowymi stanow iloczynowych |1, m1) [ja, ma):

Gom) = > g ma) e, ma) G (20.12)
mi,m2
mi-+mao=m
gdzie suma przebiega po my i my z warunkiem, ze m; +my = m. Wspoélcezynniki liczbowe
1 jam, TNOZAcCe stany [ji,my) [j2, m2) W tych kombinacjach liniowych nosza nazwe
wspotczynnikow Clebscha-Gordana. Dla wspotczynnikow tych przyjeto stosowaé nieco

inng notacje
ij — ( .jl j2

Jjimai,jams my Mo m

J ) . (20.13)

Wowcezas wzor (20.12) przyjmuje postac:

Gomy =Y |j1,m1>|j2>m2>( o

m1,ma my e

mi1+mo=m

m

J ) , (20.14)

Zauwazmy, ze stany (20.12) czy (20.14) sa takze stanami wlasnymi J12” i czasami sa
oznaczane jako

S - , , J1 g2
|J1, 23 J,m) = Z |J1, M) |2, m2) ( m

myi Mo
mi,ma2
mi1+meo=m

J ) . (20.15)
W dalszej czesci dla uproszezenia bedziemy uzywaé (20.12), (20.14).

20.2 Konstrukcja

. , ]m . . . .. ,
Aby wyliczy¢ leml’jézm zastosujemy systematyczng procedure jawnej konstrukcji stanow

wlasnych operatora J2. Zauwazmy najpierw, ze istniejg dwa stany iloczynowe, ktore sg
stanami wlasnymi J?, mianowicie stany o najwyzszych i najnizszych mozliwych rzutach
kretu m; o = £7J12. Rzeczywiscie dla tych dwu wartosci otrzymujemy

J2 v, 1) 12 £d2) = (G + 1) + Ja(Gz + 1) + 2j172) |71, £1) |2, £J2)
= (J1 +72) (1 + j2 + 1) |1, 1) |2, £52) - (20.16)
Widzimy zatem, ze te dwa stany sa stanami wtasnymi operatora J? do wartosci wlasnej
Jj = J1 + Jjo oraz operatora J; do wartosci wlasnej m = +(j; + jo). Pozostaje zatem je-
dynie ustali¢ wspolczynnik proporcjonalnosci pomiedzy stanem |j = j; + jo, m = J1 + jo)

a stanem |j1, j1) |je, jo). Ze wzgledu na warunek unormowania wspotczynnik ten moze
przyjmowaé jedynie posta¢ fazy € . Tradycyjnie faze te przyjmuje sie jako zero, czyli

|J = J1+ J2,m = j1 + J2) = |1, 71) |J2, J2) - (20.17)
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Warunek ten thumaczy sie na warto$é¢ pierwszego wspotczynnika Clebscha-Gordana

i J2 | J=n+72 —1 (20.18)
Ji J2 | m=J1+J2
Wspoétezynnik proporcjonalnosci dla stanu o m = —j; —j5 wyjdzie nam w sposob naturalny

z konstrukeji stanéw wtasnych operatora J2. Wzor (20.17) jest pierwsza z tzw. konwencji
Condona-Shortleya.

Majac stan |j, j) mozemy skonstruowaé¢ wszystkie stany wlasne operatora J? do war-
tosci wlasnej j = 71 + jo poprzez wielokrotne dzialanie operatorem J_. Dziatajac jedno-
krotnie otrzymujemy

Jo13.3) = V2513, =),
<j(‘1) + j(—Q)) 15 1) 2, J2) = V21 s g = 1) 2y G2) + /252 [, 1) L2, g2 — 1) 5 (20.19)

gdzie j = ji + jo. Poniewaz oba stany we wzorze (20.19) sa sobie ro6wne, otrzymujemy, ze

. [g1,. . o [d2 . . . .
|ja] - 1> = 71 |J1,]1 - 1> |J2>J2> + 72 |]1>]1> |J2>J2 - 1> . (20-20)

Latwo sie upewnic, ze tak zdefiniowany stan |7, j — 1) jest poprawnie unormowany. Wzor
(20.20) ttumaczy sie na wartosci owiednich wspotezynikow Clebscha-Gordana:

( Ji 2 Ji+ J2 >: Ji
=1 Jo| 51+ —1 g1+ J2

1 J2 Ji+ J2 J2

: . ) ) = - —. 20.21
(Jl 32—1'J1+J2—1> J1+J2 ( )

Majac do dyspozycji dwa stany o catkowitym m = j; + jo — 1:

I, 01 = 1) 1d2, 320 5 g, 1) 1d2, j2 — 1) (20.22)

mozemy skonstruowa¢ druga kombinacje liniowa, ktora bedzie ortogonalna do (20.20).
Kombinacja ta bedzie stanem wlasnym operatora Js do tej samej wartosci wlasnej m =
j— 1. Poniewaz stany |j, m) nie sa zdegenerowane, musi ona odpowiada¢ stanowi o innym
j. Jedynym mozliwym stanem jest tu stan |j — 1,7 — 1). A zatem

|J - 17] - 1) = Ulajl - 1> ‘j27j2> _'_B ‘j17j1> ‘anjQ - 1) ) (2023)

gdzie rzeczywiste (to kolejna konwencja) wspolezynniki i f wyliczymy z warunku orto-

gonalno$ci
@—Lj—le—D:aM§+ﬁw%=o (20.24)
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i unormowania
(j—lj—1|j—1j—1):a2+62:1. (20.25)

Jak latwo sie przekona¢ rozwigzanie rownan (20.24) i (20.25) nie jest jednoznaczne

a= \/éj 8= q:\/7 (20.26)

Musimy zatem przyja¢ kolejna konwencje, ktora jednoznacznie okresli wybor znaku w
rownaniu (20.26). Aby te konwencje wygodnie wypowiedzieé¢, zauwazmy ze

o Je| ntje—1 g2 it —1
a=| . . . . ,B=1 "7 . . . . 20.27
(]1_1]2 .71+.72—1) P (.71 J2—1'Jl+32—1) ( )
Przyjmiemy, ze wspotczynnik 8 > 0, co ogélnie mozemy zapisaé¢ jako
( o x| itamn ) >0, (20.28)
J1 J2—n

JitJ2—n
gdzie 0 < n < 2j5. Konwencja ta pozwala nam wyznaczy¢ juz jednoznacznie wszystkie
wspotezynniki Clebscha-Gordana. Stad mamy

lj—1,7—1) U |j1,]1 — 1) |ja, J2) + U |31,]1> |72, J2 — 1), (20.29)

czyli
( 1 J2 J1+ 72 ) _ J1
=1 5| nt+j—1 Ji+7j2
1 J2 J1+ 72 Jo
. . . = . 20.30
(Jl ]2—1’31—1—]2—1) J1+ Jjo ( )

_ Dalsza procedura jest juz oczywista: dziatamy na stany (20.20) i (20.29) operatorem
J_ i dostajemy dwie kombinacje liniowe stanow

71,91 = 2) 1J2, o) s 1J,dr — 1) g2, de — 1) 5 11, J1) g2, o — 2) (20.31)

odpowiadajgce stanom
|jaj_2>a |.]_]-7.]_2>7

gdzie j = j;+7j2. Korzystajac z warunku ortogonalnosci, unormowania i konwencji (20.28)
konstruujemy trzeciag kombincaje liniowa odpowiadajaca stanowi

‘j_27]_2>
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Zauwazmy, ze w zerowym kroku dysponowali$my jednym stanem iloczynowym |71, ji)
|72, j2), W pierwszym dwoma stanami (20.22), a w drugim trzema stanami (20.31). W
n—tym kroku powinni$émy mie¢ do dyspozycji n + 1 stanow:

|71, J1) |72, J2)

|71, 910 1J2, d2 = 1), |d1, 91 — 1) 12, Ja)
g1, 1) 1J2, d2 = 2) s j, i — 1) g2, de — 1) |d1, 1 — 2) 2, J2)
(20.32)

s g1) [J2, Jo =), g, g — 1) |jas o =+ 1), oo |1, J1 — 1) |2, J2)

i tak dalej. Jezeli jednak n = 2j; lub n = 2j5 to wowczas w nastepnym (n + 1-wszym)
kroku nie pojawia sie jeden (lub dwa jesli j; = j2) z dwu skrajnych stanow we wzorze
(20.32), co oznacza, ze liczba stanow jest taka sama (lub o jeden mniejsza) jak w kroku
poprzednim. A to z kolei oznacza, ze nie musimy konstruowa¢ nowej kombinacji liniowej,
ktora odpowiadataby stanowi [j —n — 1,7 —n —1). Od tego momentu przestaje poja-
wiaé sie koniecznosé konstruowania stanéw o nowym j. Czyli, ze minimalne j;,, = 71 — 72
gdy j1 > 72, lub Jmin = jo — J1, gdy 72 > j1. Od tej pory liczba stanéw otrzymywana w ko-
lejnych krokach bedzie sie zmniejszac¢, az osiggniemy ostatni, pojedynczy stan iloczynowy
|1, =J1) 2, =J2)-

Podsumujmy: w wyniku opisanej konstrukcji otrzymamy kombinacje liniowe stanow
iloczynowych odpowiadajace stanom wtasnym catkowitego momentu pedu o j zawartym
miedzy

1 — ol <J <1+ (20.33)

Liczba wszystkich stanow iloczynowych wynosi
(21 +1) (22 +1), (20.34)

natomiast liczba stan6w wlasnych operatora catkowitego kretu J2iJ, Wynosi

N = ]gf (25 + 1). (20.35)

J=lj1—jz|
Zatozmy, ze j; > jo i obliczmy N ze wzoru na sume postepu arytmetycznego:

Jit72 Jit+j2
N =2 Z J+ Z L={[(j1 +J2) + (J1 — J2)] [2J2 + U+ (22 + 1) = (21 + 1) (2j2 + 1) .
j=n—j2  Jj=j1—j2

(20 36)
Liczba stanéw iloczynowych i liczba stanéw wlasnych operatora catkowitego kretu J /2§ J3
sa sobie rowne. W dodatku oba zbiory stanow sa ortonormalne, stad transformacja (20.14)
dla j z przedzialu (20.33) jest faktycznie ortonormalng transformacjq bazy iloczynowej
do bazy stanéw wtasnych operatora catkowitego kretu J J2i Js .
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20.3 Wilasnos$ci ortogonalno$ci

7 opisanej wyzej konstrukcji wynika, ze wspotczynniki Clebscha-Gordana sg rzeczywiste
i sprzezenie hermitowskie stanu
o) = 32 i) i) (2 | 0) (2037

mo m
mi,ma2

przyjmuje postac
-/ -/ -/
-/ 1 -/ ! -/ / J1 J2 J
= 20.
ol = X Gt (|0 (20.33)
ml,mQ

gdzie dla p6zniejszej wygody zamieniliémy j—ty i m—y na wielkosci primowane. Korzysta-
jac z warunku ortogonalnoéci stanow

<j/7 m/| ja m> = 5jj’5mm/ (2039)

J Ji Je
m mi1 Mo

Zwiazek ten pozwala nam na zapisanie relacji odwrotnej do (20.14)

m,m1>|j2,m2>=2|j,m>(ﬁ 2| ) (20.41)

myp Mo m

otrzymujemy

-/

J
o ) I -, (20.40)

JiJ
> (2

mi,ma2

jm
przy czym sumowanie po j przebiega w granicach (20.33), a sumowanie po m ogranicza
sie do m = mq + mo.
Z warunku unormowania stanu (20.41) otrzymujemy druga relacje ortogonalnosci:

3 JuoJ2 | Ji g2
m, mbL | m my My

7m
20.4 Zwiazki rekurencyjne

-/
i ) = Oty O (20.42)

Drzialajac operatorem .J, na réwnanie (20.37) otrzymujemy:

Vi +1) = m(m+1)[j,m +1)
- Z [\/jl(jl + 1) = mu(my + 1) [51, m1 + 1) |2, ma)

mi,ma2

J1J2
my Mo

)

v/l 1) = D b L+ )]

m1—1 Mo

)

+v/ 5202 + 1) — ma(mg — 1) [, ma) [z, mo) ( T‘lel mQjQ_ 1 ' Tjn )} (20.43)

mi,ma2
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Zastosujmy teraz wzor (20.37) ale dla stanu [j,m + 1) i poréwnajmy wspotcezynniki przy
stanach [j1, mq) |j2, ma):
J
m+1

= \/jl(j1+1)—m1(m1_1)( Ji J2

ViGTn-mmn (2

m1—1 mo

)

+\/jz(jz+1)—mz(m2—1)< o g ’ j). (20.44)

m; mog—1| m

Postepujac w analogiczny sposéb dla operatota J_ otrzymamy drugi zwigzek rekurencyjny

iG-Sk )
")

= \/jl(j1+1)m1(m1jr1)z i Je
+\/j2(j2+1)_m2(m2+1)< o ’ : > (20.45)

my + 1 mo
m; mo+1| m
20.5 Jawna postaé¢ wspolczynnikéw Clebscha-Gordana

Wspotezynniki Clebscha-Gordana sa stabelaryzowane i w tej formie mozna je znalezé w
literaturze. Na przyktad dla j; = jo = 1 tabela taka przyjmuje postac

ji=1 jo=112]2 12 1 0| 2 1| 2|
my mo || 2] 1 10 0 O|-1 —-1|-2|m
1 11
]
1 —1 I (20.46)
0o 0 i -t
-1 1 i _1 i
0 — 6 2 3 T T
S P

2 2

~1 ~1 1

gdzie wartosci stojace w tabeli nalezy wzia¢ z pierwiastkiem, a ewentualny znak — posta-
wié¢ przed pierwiastkiem. Nie wypelnione miejsca to zera. Na przyklad stan |1,1) daje

sie rozpisa¢ jako
1 1
1) = \@u,w 11,0 - \@|1,o>|1,1>. (20.47)

Warto na koniec zaznaczy¢, ze w literaturze spotyka sie tzw. wspotezynniki 27 i 3.
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Rysunek 1:

;. & . J J
Note: A v/ is to be understood over every coefficient, e.g., for —8/15 read —+/8/15. Notation:| , %
1/2x1/2| ? 0 3 my mgy o =N
1| o) Yy =/ —cosf 5/2 ~ H o
124122 3] o o 4m 2Xx1/2 salsz 32 my m, | Ceefficients oo
lu/z 172112 12| 1 vi= [T 0 eid 2 120 132 4322 =45 1)
-1/2 +1/2{1/2=1/2}-1 = 8_1' sinte +2 12|15 as5| 52 322 O t.q
|-12-12 1 +1 +1/2|4/5 —175 |[+1/2 +172 > o
yo— |3 (§ ooe2 e _1_,) Iu —172| 275 35| 512 32 = o
3 2 4w \2 2 0+1/2| 3/5 -2/5)-1/2 -1,2 wn
1x1/2 [ 37 T QO
A BB - 15 : I o-172| 35 25| 52 3,2
Braa akizae Y} = —/= sinfcosfe’? _rera) s -3s1-32 -32 > az)
+1-122| 13 23] 32 122 8z 3/2x1/2 2 |—1—1/z 45 15| 572 o)
0+1/2| 273 -13}-12 112 2 1 [15 . 5/ 24 2y 2 1 |2e12] 1S —4/50-572 g Q
Yy =—4/— sin“fe B2 a2 1]+ «1 |5 o
0-1/2| 273 173| 3,2 4V 2r -1/2 1 O
_1+172| 13 -23)-372 +32-1/2174 34| 2 1
— — +1/2 +1/2[3/4-14) 0 o Z
2x1| 3 |2-12] 2 3/2x1 | 572 =
o R /2X v 572 a2 +12-122122 12 2 1 a >
2+ 1]+2 +2 [z 1432 +34 -12420212] 1 w
+2 013 2/3 3 2 1 +372 0| 2/5 3/5| 5.2 3/2 1.2 -1/2 -1/2| 3/4 1/4) 2 =
+1 +112/3 -1/3] +1 +1 +1 +1/2 +1| 3/5 =2/5|41/72 +1/2 +1/2 -3/2 +1/2| 1/4~3/4|-2 > O
+2-111/15 173 3/5 +3/2-1|110 25 122 |=32-102] 1 7 ©
1x1 F +1 0|8/15 1/6-3/101 3 2 1 +172 0| 35 1215 -13| 52 322 12 =
— *i ; J 0+1[6/15 -1/2 1/30] 0 0 0 —12+1|3/10 8215 1/6|-12 -122 -102 ) "
Ik +1-1l1/5 172 3710 +1/2-1{3/10 815 1/6 &
In oherz 12 2 1 o o ofays o -5 3 2 1 -172 0| 35 115 -1/3| 52 32 ]
o+1f12-12 0 o o 14115 -12 3/10] -1 -1 -1 -3/2+1|110 -2/5 12}302 -302 - Q
+1-1[1/6 1/2 1/3 0 -1]6,15 172 1710 |-1/2-1 35 2/5| 52 —
0 0|2/3 0-1/3| 2 1 -1 0/8/15 -1/6-3/10| 13 2 =3/2 0| 2/5 =3/51-5/2 2 =
-1+116-172 13]-1 -1 —2+1/1/15-1/3 35 -2 -2 | EZEIE G 2
g o-1)12 12| 2 -1-1|2/3 13| 3 H
Y, m (=1)mym -1 oh2-12}-2 -2 ol13-2/3]-3 8 w
ezl beals GrizmimaliijaI M) >
= (=) T2 (jpjimemi|j21IM) | A
4ir o
d‘mn - W+1 Ylmc "y 1/2 = e 1/2 TR ﬂ
&, =(ymm'd =4 i 3 Ay = 3 1/2,-1/2= ~ 803
m'm (-1) mm! ~ “—m,—m' 3/2X3/2 A =
[e322 +372] 1}+2 +2 1 _ 1+cosé dt sin @
2X3/2 |22 +32+172| 122 122] 3 2 1] 4= “Tomen 10= 7%
e Wi *;/2 +:/: 12+32) 12-172) 41 #1 w1
- ezt +3/2-1/2 |1/5 1/2 3/10 2 1 —cosf
I'*2 +1/2| 377 /711 12 572 3/2 +1/241/2 |3/5 0 -2/5 T T | e 3
F1+3/2] 4/7-3/713/2 +3/2+3/2 -1/2+3/2 {1/5 -1/2 3/10 0o 0 o o
+2-1/2| 1/7 16/35 2/5 +3/2 -3/2 |1/20 1/4 9/20 1/4 1 — cosf
+1 12| 47 135-2/5| 172 512 32 172 12 -1/2 |9/20 174 -1/20-1/4 doo
2X2 4 0 3/2| 2/7-18/35 1/5| +1/2 +1/2 +1/2 +1/2 1/2 +1/2 |9/20 -1/4 =1/20 1/4 32 1
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