19 Roézne sformulowania mechaniki kwantowe;
Dotychczasowe sformutowanie mechaniki kwantowej opierato sie o:

1. obiekty opisujace stan uktadu w danej chwili ¢ (funkcje falowe, bra i kety, wektory,
dla ktorych istnieja obiekty sprzezone po hermitowsku) w okreslonej reprezentacji
(np. potozeniowej czy pedowej);

2. transformacje unitarne U prowadzace od jednej reprezentacji do drugiej (macierze
— nie koniecznie kwadratowe, lub transformacje catkowe typu trnasformaty Fouri-

era, jak dla przejscia <E\F>), ktorych interpretacja w jezyku przestrzeni Hilberta
sprowadza sie do zmiany bazy (stan fizyczny — wektor stanu — sie nie zmienia,
zmieniaja sie jedynie wspohrzedne);

3. obiekty opisujace zmienne dynamiczne (obserwable), ktore maja posta¢ operatorow
lub macierzy kwadratowych zaleznych od reprezentacji (bazy) wektora stanu.

Elementy macierzowe operatoréw nie zaleza od reprezentacji, gdyz nie zmienia sie
stan uktadu. Elementy te jednak zmieniaja sie z czasem, albowiem uktad ewoluuje. W
dotychczasowym podejsciu ewolucje uktadu w czasie opisywaliSmy przy pomocy zaleznego
od czsu réwnania Schrodingera, w ktorym obiektem ewoluujacym w czasie byla funkcja
falowa, natomiast operatory odpowiadajace obserwablom pozostawaly stale w czasie (za
wyjatkiem jawnej zaleznosci od czasu). Takie sformutowanie mechaniki kwantowej nazy-
wamy obrazem Schrédingera, nie jest to jednak jedyne mozliwe podejscie.

19.1 Obraz Schrodingera

Zapiszmy zalezne od czasu rownanie Schrédingera przy ujyciu zaleznego od czasu ketu
|a(t)) 4 (indeks S odnosi sié do obrazu Schrédingera):

L d 3
zh% las(t)) = H |as(t)) . (19.1)
Poniewaz H jest hermitowski
L d 3
—zha (ag(t)] = (as(t)| H. (19.2)

Przy zalozeniu, ze Hamiltonian nie zalezy jawnie od czasu réownania (19.1,19.2) maja
nadzwyczaj proste rozwiazania

las(t)) = e M ag(0)),  (as(t)] = (as(0)] M, (19.3)
gdzie eksponente z operatora nalezy rozumie¢ jako szereg. Mimo, ze operator
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jest unitarny, nie opisuje on zmiany bazy, ale ewolucje stanu, czyli uogélniony obrot w
przestrzeni Hilberta. Moéwimy tu o obrocie, ze wzgledu na to, ze operator unitarny nie
zmienia normy stanu (czyli ,dtugosci” wektora stanu).

Jak w obrazie Schrodingera ewoluuje w czasie element macierzowy:

< {ars(1)] Os(1) 85(0) = {as(0)] -0s(1) B5(6)) + == (as(0)] [Os(1), ] 135(1)) . (194

Pierwszy wyraz wystepuje jedynie dla operatoréw zaleznych jawnie od czasu. Widzimy,
ze gdy oF jest niezalezny od czasu i w dodatku komutuje z hamiltonianem, to wtedy
elementy macierzowe pozostaja stale w czasie. Odpowiadajaca operatorowi OS zmienna
dynamiczna nazywamy stalg (calkq) ruchu.

19.2 Obraz Heisenberga
Podstawiajac do rownania (19.4) rozwiazania (19.3) otrzymujemy

& {as(O)] M Os e T 35(0)) = (as(0)] 2 Os(e) e |55(0)
b {as(0)] [T Os(r)e ) |54(9.5)
Definiujac zalezne od czasu operatory w obrazie Heisenberga
Ou(t) = et Og(t)e Hi/h (19.6)
i mezalezne od czasu wektory stanu:
lan) = e Y |ag(0)) (19.7)
mozemy przepisa¢ rownanie (19.5)
(anl S Ou(t) 8) = (| S-Ou(0) |9) + = (ol [On(t). H] 18). (199
gdzie przez pochodna czastkowa operatora Oy rozumiemy
%OH( t) = “ﬁ/h%és(t) e UM,

Zwr6émy uwagg, ze nawt jesli wyjsciowy operator w obrazie Schrodingera nie zalezal od
czasu Og(t) = Og, to Oy bedzie zalezec od t jezeli Og nie komutuje z H.

Poniewaz rownanie (19.8) jest prawdziwe dla dowolnych wktoréw stanu, mozna go
przepisa¢ w formie operatorowe;j

%OH@) - % [OH@), H} . (19.9)

Jak wida¢, ewolucje czasowa uktadu fizycznego mozna opisywaé albo w obrazie, gdzie
ewoluujg wektory stanu, albo operatory. Nie nalezy myli¢ obrazu z reprezentacja.

d -~
EOH(t) =
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19.3 Obraz oddzialywania (Tomonagi)
Zalozmy, ze R R R
H=Hy+H, (19.10)

gdzie H' moze jawnie zaleze¢ od czasu. Na ogot Hy i H' nie komutuja musimy je oznaczy¢
indeksem, wskazujacym na obraz. Jak zwykle startujemy z obrazu Schrodingera, aby
zdefiniowa¢ obraz oddzialywania (interakcji, Tomonagi):

lar(t)) = oM |ag(t)),
Oi(t) = eHsot/hOge=iHsot/h, (19.11)

Gdyby Hyi H' komutowaly, to ewolucja czasowa w obrazie interakcji bylaby dana jedynie
przez hamiltonian H':

‘a](t» _ eiﬁsot/h |Ozg(t)> _ eiﬁsot/hefi<ﬂso+ﬁlg)t/h \a5(0)> _ e—iﬁgt/h |a5(0)> ' (19'12)

7 kolei dla H' = 0 obraz oddziatywania redukuje sie do obrazu Heisenberga.
Napiszmy réwnanie ruchu

L d . e
Zha|0([(t)> = —H05|Oq(t)>—|—6Hsot/ﬁH56 Hsot/ﬁ|0q(t)>

oillsot/h <—1ﬁfos i ﬁg) o~ iHsot/h s ()
), (19.13)

Podobnie rézniczkujac drugie réwnanie (19.11) otrzymujemy

dO; 980; 1 [~ = 00, 1
W—Wﬂ-h[ }

=t [OI,HOI} . (19.14)

W obrazie interakcji stany ewoluuja wg hamiltonianu H 7, a zmienne dynamiczne wg
hamiltonianu swobodnego (jednakze danego w obrazie interakcji).

19.4 Zwiazek z klasycznymi réwnaniami ruchu

7 omawianej w 77 zasady wariacyjnej dla dziatania

S:/L(ql...qn,ql...q'n,t) dt (19.15)

wynikaja rownania ruchu Lagrange’a —Eulera dla n stopni swobody:

4oL IL

(19.16)
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Definiujac ped kanonicznie sprzezony jako p; = dL/0¢q; oraz funkcje Hamiltona

H(Ql «o-qn,P1 - -pmt) = sz%(p) - L (CII -« Qn, Qh(p) s QN(p)vt) (19'17)

dostajemy rownania ruchu Hamiltona—Jacobiego

OH OH
- = 19.1
i op;’ Di 4, (19.18)

Zaleznosé od czasu dowolnej funkcji potozen, pedéw i czasu ma postaé
d OF <~ [(0F. OF
G F @ b1 past) oy +> (aqiq + apip)

oF 2”: OF OH  OF 9H
ot dq; Op;  Op; Dq; )

i=

(19.19)

=1

Przypomnijmy definicje nawiasu Poissona

" /OAOB 0OAOB
A B = - . 19.2
{ ’ } ;(8%8]% 3]% aqi) (9 0)

Rownanie (19.19) daje si¢ wiec zapisa¢ jako

d_ OF
o F=a + {F ) (19.21)

Rownanie to ma postaé¢ analogiczna do réwnania Heisenberga (19.9), pod warunkiem
zamiany

(A, B} — % [A,B] . (19.22)

A zatem konstrukcja heisenbergowskiego modelu kwantowego dla danego uktadu klasy-
cznego polegataby na zastapieniu nawiasow Poissona przez komutatory podzielone przez
th. W szczegolnosci klasyczne zwiagzki

{g;p;} = dij, {4,4} =0, {pi,p;} =0 (19.23)

przechodza w znane nam zwiazki kwantowe

(@i, pj] = ihdij, ¢, q5] =0, [pi,pj] =0 (19.24)

niezalezne od obrazu kwantowego.
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