17 Naturalne jednostki w fizyce atomowej

W systemie CGS wszystkie wielkosci fizyczne wyrazane sa jako potegi trzech fundamen-
talnych jednostek:

1. dtugosci (1) cm,
2. masy (m) g,

3. czasu (f) s.

Wymiary innych wielkosci, z ktorymi mamy do czynienia w mechanice wyprowadza
sie z rownan. Przykladowo z réwnan

1 dp dF, ov
— E == 2 F=£ hatall T
p=mu, Mo at’ dA ~ oy
wynika
[de] m -1 - t_17
[energia] = m-1*-t72
[sita] = m-1-t72
lepkos¢] = m-L-¢t72 x 172 x (1-¢t7"- l_l)_1 =m-It (17.1)

Inne jednostki: funt, cal, ar sa pochodnymi tych podstawowych.
W elektrodynamice pojawia sie tadunek. Nowa jakos¢ wymaga nowej jednostki, np.
Coulomb czy Faraday. Dzi§ wiemy, ze tadunek odpowiada pewnej liczbie elektronéw, np:

1C = 6,24150636 x 10'® elektronow. (17.2)

Niezalezna jednostka nie jest potrzebna, mozna uzy¢ jednostek podstawowych, korzys-
tajac z prawa Coulomba (nie da si¢ tego jednak zrobi¢ dla grawitacji):

€169
F - T_2
skad dostajemy
[tadunek] = [sita]'/? -1 = m/2 . [3/2 .71, (17.3)

Zatem podstawowa jednostka tadunku w systemie CGS to

1/2 1113/2

[tadunek| = sream
s

Jest tak, bo napisalismy prawo Coulomba bez statej proporcjonalnosci. Gdy e; = ey =1

ir =1 cm, wtedy sita F' = 1 dyna. Taki tadunek nazywamy skréotowo esu lub stat

Coulomb. Wynosi on okolo 2,0819424 x 10° elektrona.
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W uktadzie MKS (SI) jest inaczej. Nowe jednostki ad hoc wprowadza sie dowolnie
dodajac state proporcjonalnosci do wzorow. W MKS 1 Coulomb jest w gruncie rzeczy
rownowazny pewnej liczbie elektronéw (ilu). Definicja: jest to tadunek przenoszony przez
prad o natezeniu jednego ampera w czasie 1 sekundy. Prawo Coulomba

b L@

dreg 12

(17.4)

Argument, ktory pozwala w CGS zdefiniowa¢ tadunek, mozna rozciagnaé¢ na wszystkie
wielkosci elektrodynamiczne:

F=cE+etxB (17.5)

ale tez |
F=eE+e-UxB (17.6)

c

wersja jednostek Gaussa. Stad pole magnetyczne

[sita]  [sila] — /2. Y2 (17.7)

1 ¢ _ _ _
[pole magnetyczne] = g g 0T = Sal 72 1

Kiedy jednak opuszczamy swiat ludzkich rozmiaréw, uktad CGS przestaje by¢ natu-
ralny. Swiadcza o tym duze potegi 1/10 w statych & czy ¢ wyrazonych w CGS.

h
h = 7 = 1,05457266(63) x 107" g cm? s7*,
T

c = 2,99792458 x 10" cm s7,
E = eV =1,60217733(49) x 107"? g cm® s 2.

System jednostek, w ktorym kazda wielko$¢ moze by¢ wyrazona przez h, c jest powszech-
nie uzywany w fizyce atomowej, jadrowej, astrofizyce, fizyce wysokich energii. Jest to
Naturalny Uktad Jednostek.

m, | oraz t sa niezalezne, mozna jednak uzy¢ innych niezaleznych jednostek:

dziatanie] = m-[*-t7*
[ ] ,
[predkosé] = -t
[energia] = m-[*-t72 (17.8)

Kazda wielkos¢ D w CGS moze by¢ przeliczona na te jednostki

[D] = m’t¢ = ERPcY = moth . [PlatB)ty  p=2a=6-7 (17.9)
gdzie
a = a—b—c,
6 = b+e,
v = b—2a. (17.10)
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W tych jednostkach mamy

[masa] = eV-c 2
[czas] = eV '-h,
[dtugosé] = eV '-h-c,
ped] = eV,

[sita] = eVZ-n'.c!
[ci$nienie] AT
[fadunek®] = h-c,

]

[pole magnetyczne] = eV?.h73/2. 732,

Powody, dla ktérych ten uktad jednostek jest dobry:

e Prostota. Mozna opusci¢ i i c. To mozna byto zrobi¢ w CGS, elminujac np. cm
i sekunde wyrazajac wszystkie wielko$ci w gramach. Nie robi sie tego, bo nie ma
po temu zadnej fundamentalnej przyczyny i dlatego, bo lubimy rézne jednostki
dla réznych wielkosci. W przypadku jednostek naturalnych h i ¢ sq wyrdznione i
stanowia naturalne jednostki dziatania i predkosci dla zjawisk atomowych. Druga
niedogodnos¢ jest zréwnowazona przez wygode. Czynniki konversji:

he = 197,327053(59) MeV fm,
h = 6,5821220(20) x 10"** MeV s, (17.11)

(1 MeV = 10%V, 1 fm = 10~ *3cm).

e Naturalno$¢. Stala Plancka i predkos¢ $wiatta wyznaczaja skale zjawisk kwan-
towych. Przyktady

1. Energia odpowiadajaca masie elektronu to 511 keV, wiec w jednostkach natu-
ralnych
me = H11keV. (17.12)

Jakiej odleglosci to odpowiada:
h fic 197 MeV fm

= —

— = —=385fm=23,85x 10" "em.
mec  mec® 511  keV m 8 X o

To jest dtugosé fali Comptona elektronu.
Jaki to czas?

le
te=—<=1,28 x 107", (17.13)
c
To jest czas, jaki potrzba, zeby $wiatto przeleciato dtugosé fali Comptona elek-

tronu.
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Jaka to czestosé?
1
ve==T8x 10?° Hz (17.14)

e
co stanowi czestosé kazdego z dwoch fotonow (promieni §wiatta) wyemitowanych
w wyniku anihilacj elektron-pozyton.

Morat: wszystkie interesujace skale kwantowe i relatywistyczne zwiazane z
elektronem sa naturalne w Naturalnym Ukladzie Jednostek.

. Elektron o energii 10 eV rozprasza sie na atomie pod katem 0, 2 radiana. Jaka
odlegtos¢ wgtab atomu penetruje taki elektron?

Najpierw policzmy jego ped

p=V2mE = (2 x 511keV x 10eV)"/? = 3, 2keV. (17.15)

Dla matych przekazéw pedu w przyblizeniu Ap = 0p = 0,64 keV.Uzyjemy
teraz zasady nieoznaczonosci (bez 1/2, bo chodzi o rzad wielkosci)

h 1 197 MeV fm _13 °
— =(0.64keV) "= — " ~3.1x10 ~3 1A
ap - 064k = o ey =3 0 e = 3 LA,

Ax >~
czyli 4 rzedy wielko$ci mniej niz promieri atomu Bohra.
. Zgodnie z (17.3) kwadrat ladunku elektronu ma ten sam wymiar co hc:

m -3
=

=[h- .

Ile wynosi €?/hc, ktoéra to kombinacja jest bezwymiarowa miara sity oddzi-
alywarn elektromagnetycznych? Z do$wiadczenia e? = 2,30 x 107 [em3g/s?],
fic = 3,161 x 107" [cm?g/s?], stad

e 2,30

= — = —— = 2 1722—.
e = 0 = g = 02X 10 e

Doktadna wartosé¢ (137,0359895(61)) L.

. W klasycznej elektrodynamice sita moze by¢ dowolnie duza poprzez kumulacje
tadunku w jednym miejscu. W fizyce atomowej sa ograniczenia: Ap < mc
aby nie powstawaly pary elektron-pozyton, wiec Az > h/mc (dtugosé fali
Comptona). Poniewaz nie mozemy zlokalizowa¢ elektronu, wiec energia oddzi-
atywania dwoch elektronéw jest rzedu (lub mniej)

(17.16)

e2

V= hi/me’

Naturalng skala energii dla tego problemu jest energia rownowazna masie spoczynkowe;j
elektronu mc?:

Vo€

Zatem oddzialywania elektronow sa stabe.
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5. Wr6émy do skal atomowych. Dtugosé fali Comptona elektronu wynosi A =
h/me. Poniewaz mamy do dyspozycji agry , ktore jest bezwymiarowe, mozemy
budowac rézne skale wielkosci posiadajace rozne potegi e. Np.:

62

mc?’

Te = )\OéELM = (1718)

gdzie h sie uproscito. Jest to wiec wielkos¢ klasyczna, czesto nazywana klasy-
cznym promieniem elektronu. Precyzyjniej, jest to skala klasycznego rozktadu
tadunku, ktorego energia potencjalna jest rzedu masy elektronu. Nie odgrywa
ona roli w mechanice kwantowej. Bardziej interesujaca jest wielkosé

A h?

apLm me?’

czyli promieri Bohra. Zwr6¢émy uwage, ze ag jest jedyng wilkoscia o wymiarze
dtugosci, ktora zawiera h, m oraz e, bez c¢. A zatem jest to jedyna skala
dhugosci, ktora charakteryzuje nierelatywistyczne efekty kwantowe w atomie.
Analogicznie jedyna nierelatywistyczna skala energii (bez ¢) daje sie zapisac

jako
e met
Ey=— = 17.20
0 ao h2 ( )
co rzeczywiscie odpowiada energii stanu podstawowego z doktadnoscig do £} =
Ey/2.

6. Inny przyklad analizy wymiarowej: poniewz agpy jest bezwymiarowa, e?/h
ma wymiar predkosci. Zatem predkos¢ elektronu w atomie wodoru

1

Yo —

137

ol

18 Ruch w polu magnetycznym

18.1 Poziomy Landaua

Dotychczas omowilismy dosé szczegdtowo oddziatywanie czastki natadowanej z zewnetrznym
polem elektrycznym (atom wodoru). Aby opisa¢ takze ruch w polu magnetycznym,
musimy skwantowaé¢ odpowiedni hamiltonian klasyczny
Lo gz 1\ .
H=— (5= 2A(70) +qV(7e), (18.21)
c

gdzie g jest tadunkiem czastki, zas ¢ predkosciag swiatta. Przypomnijmy, ze pola elek-
tryczne i magnetyczne wyrazaja sie przez potencjaly w nastepujacy sposob:

E:—l%—ﬁv, B=VxA. (18.22)
c Ot
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O ile czesé elektryczna nie przedstawia probleméw, to cze$é zawierajaca potencjal wek-
torowy A nie daje sie prosto skwantowaé, gdyz potencjat A jest funkcja 7, a 7 nie komutuje
z operatorem pedu.

Jako przyktad rozpatrzmy ruch elektronu w statym polu magnetycznym B= (0,0, B).
Wygodnie przyja¢ potencjal wektorowy w postaci:

Y
A=B| 0 |. (18.23)
0
Stad
N 1 g A2 1 . ¢B 2 R
o = oM. ( - EA> = om, (px + Ty) +p§ +p2 (18.24)
_ 1 ~2 ~2 1 ~2 Me qB 2 2 qB o
N 2mepm * 2mepz * 2m6py * 2 (mec v mecypw'
Tu separacje zmiennych przeprowadzamy zaktadajac
U(w,y,2) = fy)e Perlhemi==/m, (18.25)

Podstawiajac funkcje (18.25) do rownania Schrodingera mozemy zastapi¢ operatory p, i
D przez wartosci wlasne. Oznaczajac

B
o=122 —9, (18.26)
MeC
otrzymujemy
~ 1 1 m 1
0 = 2 2 Me .o o - 2
TR L Rl B e
L Lo Me o ( o Dz Ly
= — 2 . 18.27
Zmepz + 2m€py + 2 w Yy + 6a}y + mzCDpr ( )
Zmieniajac zmienne
n=y+ L= (18.28)
Mew
otrzymujemy
~ 1 1 m
H= 2 b2+ &, 18.29
ST e i Sl (18.29)

Jest to hamiltonian oscylatora o czestosci @ (plus ruch swobodny w kierunku z):
. 1\ 1
ENJ?z = hw (N+§) +2_me

p2
= hw(2N+1)+22 :

(18.30)

e
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Zwr6émy uwage, ze poziomy te sa nieskoriczenie razy zdegenerowane ze wzgledu na p,.
Inna metoda znalezienia energii pozioméw Landaua opiera sie¢ na uzyciu innego ce-

chowania:
-y

L1
A=-B| = |. (18.31)
2
0
Wowcezas
. 1 qB \* ¢B \*
H = Dy + — Dy — — p
2me. (p - 2c y) - (py 2c x) TP
- 2 . 2
| Be + 3me@y)” (P — 3mew) P
= =h - 18.32
w meh + mehw 2m, ( )
Definiujac nowe operatory
by + 2@ by — Lm.T
g = ety Dy T et (18.33)
mehw mehw
mamy
= 1ho (72 +#2] + i (18.34)
2 oY 9m, '
Zbadajmy komutator
. 1 | 1 . .
[T, 7] = P — 5w [Pz, x] + 5 1Me [y, Pyl p = 1. (18.35)

Widzimy zatem, ze relacja komutacji |7, T, przypomina (z doktadnoscig do h) relacje
komutacji miedzy potozeniem a pedem. Skonstruujmy nowe operatory
= = (atify), = = (e = 7,) (15.30)
a=— (T, +1im,), a' = — (7, —i7,), .
V2 ! V2 !
ktorych relacja komutacji jest w rzeczywistosci relacja komutacji operatoréow kreacji i
anihilacji:

[a,a1] = %{— [ ty) + [y, 7]} = 1. (18.37)
7Z kolei ]
ala = 3 (A2 + &2 4 i[fa, 7)) = (R2+ 72— 1), (18.38)
czyli
1 1
5 (Fa+7) = a'a + 5 (18.39)
Zatem
i =ho|ata+ 2|+ p: (18.40)
N 2| 2m.’ '



Dostajemy stad, ze energia pozioméw Landaua

p?

&
E=h-(2n+1
@n+1)+50-

: (18.41)

w zgodzie z (18.30). Zgodnie z naszymi poprzednimi rozwazaniami, poziomy Landaua sa
nieskoriczenie zdegenerowane. Aby sie przekonaé, ze w cechowaniu (18.31) mamy takze
do czynienia z nieskoniczona degeneracja, zapiszmy operator anihilacji @ w reprezentacji
potozen:

. 1 . 1 . 1
a = \/ﬁ {px + Emewy +1 <py — émewx) }
1 0 0 1
_ —ih | =— +i— ) —i=m.G& ' ) 18.42
2moh { ' (ax +Z@y> igme (@ Hy)} (1842)
W reprezentacji polozen stan podstawowy spetnia réwnanie
a(r|0y=0, (18.43)
co jest rownowazne réwnaniu rézniczkowemu
0 0 MW
— +i— ' | 0) = 0. 18.44
{(+ig)+ 22w rin} 10 (1844

Wielkos¢ h/mew ma wymiar kwadratu dtugosci i ma sens kwadratu promienia klasycznej

orbity elektronu w ruchu w polu magnetycznym B. Oznaczmy:

h
2 = : 18.45
" o ( )
WprowadZzmy nowe zmienne
U=+, v=2—1y.
Wowczas
0 1/0 .0
_ — — _— = —
ou 2\0x Oy)’
0 1 /0 0
— = | = +i= 18.46
ov 2 (8$ * Z(?y) ( )
i rownanie (?77?) przyjmuje postac
0 1
— 4+ — | 0) = 0. 18.47
(3 + 70) 710 (18.47)
Rozwiacanie tego rownania jest bardzo proste
(7 0) = flu)e *, (18.48)
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gdzie f(u) jest dowolna funkcja speiliajaca warunek normalizacji. Zatem rzeczywiscie
stan podstawowy jest nieskoncznie zdegenerowany. Latwo pokazac, ze stany wzbudzone,
ktore otrzymujemy dziatajac na stan podstawowy operatorem

- (9 1
a z\/§ <8u 47”]23@) (18.49)

nie znosi tej degeneracji.

96



