Rysunek 1: Definicje zmiennych we wspotrzednych sferycznych (r, 6, )

15 Potencjaly sferycznie symetryczne

15.1 Separacja zmiennych

Do tej pory omawialiSmy problemy jednowymiarowe, ktore stuzyly nam do ilustracji
podstawowych zasad i metod rachunkowych mechaniki kwantowej. Jednakze dopiero
rozwigzania trojwymiarowego réwnania Schréodingera mozna poréwnywac z danymi doswiad-
czalnymi. Dopiero na podstawie takich poréwnan mozna orzec o sukcesie mechaniki kwan-
towej w opisie mikroswiata.

Sity odpowiedzalne za istnienie atomoéw, to coulombowskie odzialywanie jadra z elek-
tronami (jesli pomina¢ wzajemne odpychanie elektronow). Potencjal coulombowski ma
symetrie sferyczna, dlatego pierwszym krokiem do rozwiazania réwnania Schrodingera z
potencjatem

V(r)=V(r) (15.1)
jest zapisanie operatora Laplace’a we wspotrzednych sferycznych (r, 0, ¢):
-2 10 (,0 1 0 0 1 0?

=== — — | sinf— — - 15.2

V= (T ar) T o0 (Sm 39) T i 0p2 (15.2)

Aby rozwiaza¢ rownanie Schrodingera z potencjatem o symetrii sferycznej wyseparujemy
najpierw zaleznos¢ katowa:

() =u(r)Y(0,p). (15.3)

Woéwezas rownanie Schrodingera, po pomnozeniu przez 12, daje sie zapisaé¢ jako:

0 = Y(0,¢) [—’iﬁ (7’2£> — 2 (E - V(r))] u(r)

2m Or or
h? 1 0 b) 1 92
—ursn o sinf— | + ——- == 1 Y(0,9). 15.4
U(T)Qm Lin@@@ (sm ag) T sin26’8g02} (0,9) (15.4)
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Mnozac stronami przez 2m/ % i dzielac przez uY otrzymujemy dwa réwnania
J 1 0 0 1 02
—L*Y (0 =—|—— (sinf— —— | Y (0 = MY (0 15.
Y00 = - | o (o) + o D Vi) = av(ee), (159)

2m
{—% <T2%) — TQ? (E—=V(r))+ )\} u(r) = 0. (15.6)
Rownanie (15.5) definiuje operator 12, ktory, jak sie pozZniej okaze, odpowiada opera-
torowi momentu pedu i stala separacji A, ktora jest zarazem wartoscia wlasna operatora
L2, Spodziewamy sie, majac na uwadze nasze poprzednie doswiadczenie z rownaniem
Schrodingera w jednym wymiarze, ze odpowiednio natozone warunki brzegowe wymuszg
kwantyzacje zaréwno \ jak i F.

15.2 Cze$¢ katowa réwnania Schrodingera

Zauwazmy, ze czes¢ katowa nie zalezy od potencjatu V' (r) i w zwiazku z tym jest identy-
czna dla wszystkich problemoéw o symetrii sferycznej. Operator L2 jest operatorem Sturma
Lioville’a i dlatego rozwiazania problemu wtasnego (15.5) stanowia zupelny uktad funkcji.
Rozwiazania te znane sa pod nazwa funkcji kulistych lub harmonik sferycznych. Doktadne
wyprowadzenie szeregu wlasnosci tych funkcji mozna znalezé w podrecznikach mechaniki
kwantowej lub matematycznych metod fizyki; tu ograniczymy sie do przypomnienia pod-
stawowych wzordéw, ktére beda uzyteczne w dalszej czesci wyktadu.

15.2.1 Zaleznosé od kata ¢

Aby rozwiaza¢ rownanie (15.5) musimy przeprowadzi¢ kolejna separacje zmienych:

Wowcezas rownanie (15.5) separuje sie na dwa niezalezne rownania:
d2
a7t = o), (15.8)
1 d (. d v
Lme@ (SIHQ@) - —Sin2@:| P@O) = —AP(0), (15.9)

gdzie v jest nows stalg separacji. Rozwiazania rownania (15.8) maja postac:

O(p) = Ae™ 4 Be ™ dlav =m?#0,
d(p) = A+ By, dlav=m?=0. (15.10)

Aby funkcja ® byta jednoznaczna i ciggta na odcinku 27, m musi by¢ liczba catkowita, a
w przypadku m = 0 statla B = 0. Stad funkcje wlasne unormowane na odcinku od 0 do
27 przyjmuja postac

1

., () = Eeim@, m=0,+1,+2,... . (15.11)
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Warto juz w tym miejscu zauwazyé, ze funkcje ®,, tworza zupelny uktad funkcji
wtasnych na odcinku 0 do 27:

2w

/ dp D (P)P(9) = b S Pl ®1() = (0 — ). (15.12)

15.2.2 Zaleznosé¢ od kata ¢

Aby rozwigza¢ rownanie (15.9) dla dowolnego v = m?, rozwazymy przypadek z m = 0, a
potem pokazemy jak z tego rozwiagzania przez wielokrotne rézniczkowanie wygenerowaé
rozwigzanie dla dowolnego m. Najpierw jednak wprowadZzmy nowa zmienng

x = cosf. (15.13)

W zmiennej x rownanie (15.9) przyjmuje postac

d [(1_3;2) dl;(x)] N P m’ }p(x)_o, (15.14)

dz x 1 — a2
Warto zauwazy¢, ze miara catkowania w zmiennych sferycznych przyjmuje postac

d*7 = r?dr sin 0df dyp = rdr dz de.

Wielomiany Legendre’a. Cho¢ dla interesujacych nas przypadkéw fizycznych zmi-
enna x zawarta jest w przedziale —1 < x < 1, to rownanie (15.14) rozwiazemy przy po-
mocy technik z dziedziny funkcji zespolonych. Naszym podstawowym zgdaniem bedzie,
aby rozwiazania w obszarze fizycznym, t.j. dla rzeczywistych z z odcinka [—1, 1] nie miaty
zadnych osobliwosci. Latwo przekonaé sie, ze dla m = 0 rownanie (15.14)

- [(1 _ ) dz—iﬂ FAP(z) =0 (15.15)

ma regularne punkty osobliwe w punktach zy = £1. Zatem zgodnie z teoria roéwnan
rozniczkowych powinnismy szuka¢ rozwigzania w postaci szeregu potegowego

[ee)

P(z) = Z an (2 — 2)" . (15.16)

n=0

Podstawiajac powyzszy szereg do (15.15) znajdujemy, ze

lub w og6lnym przypadku
a® =m?/4. (15.17)



Oznacza to, ze drugie rozwigzanie rownania (15.15) zawiera In(z — 2y), a zatem jest roz-
biezne w 2o i musimy go odrzucié. Podobnie dla m # 0 drugie rozwiazanie jest rozbiezne
jak 1/(z — z)ImI/2.

Szereg (15.16) ma promien zbieznosci 2, a zatem jesli — dla ustalenia uwagi — zp = 1

— to rozwiazanie to byloby rozbiezne w punkcie z = —1. Dlatego, aby uzyskaé¢ pelne
rozwigzanie w interesujacym nas obszarze fizycznym, musimy rozwiazanie to przedtuzyé
analitycznie do obszaru zawierajacego punkt z = —1. Oznacza to, ze w jakims$ posrednim

punkcie, np. w z = 0, ktéry lezy w obszarze zbieznosci rozwigzan wokot zp = 11 zp =
—1, szereg (15.16) musimy przedstawi¢ jako kombinacje liniowa rozwiazania typu (15.16)
wokot zg = —1 oraz drugiego, liniowo niezaleznego, rozwazania zawierajacego In(z + 1).
A to oznacza, ze rozwigzanie skoriczone wokot zy = 1 zostalo przedhuzone analitycznie w
rozwigzanie nieskonczone dla z = —1. Takie rozwigzanie musimy jednak odrzuci¢ jako
niefizyczne.

Jedynym wyjéciem z tej sytuacji, podobnie jak to mialo miejsce dla oscylatora har-
monicznego, jest takie dobranie stalej A\, aby nieskonczony szereg (15.16) urywat sie dla
PeEWNEgo Nyax. Wowcezas nie mielibyémy problemoéw ze zbieznoscia szeregu, a otrzymany
w ten sposob wielomian bytby dobrym rozwiazaniem w calym obszarze fizycznym.

W praktyce program ten realizuje sie szukajac rozwiazania w postaci szeregu (15.16)
woko zo = 0. Podstawiajac (15.16) do rownania (15.15) otrzymujemy formutle rekuren-
cyjna
nn+1)—A
n+1)(n+2)

Widzimy, ze rozwiazania wielomianowe otrzymuje sie jedynie gdy

. (15.18)

A=1(1+1), (15.19)

gdzie [ =0,1,2,....

Ponadto wida¢, ze ze wzgledu na rekurencje, ktora taczy co drugi wyraz szeregu
(15.16), mamy dwa typy rozwiazai: parzyste i nieparzyste. Wyrazy ag i ajdobieramy
tak, aby otrzymane przez nas wielomiany byty unormowane w nastepujacy sposob

1
2
dx P(x)P = Otk 15.20
[ e Rt Pela) = 57 6 (15.20)
-1

Tak unormowane wielomiany ortogonalne na odcinku [—1, 1] nazywamy wielomianami
Legendre’a.

Podamy teraz wygodny wzor, ktéry pozwala wyliczyé wielomian Legendre’a dowolnego
stopnia:

— 2 !
Kilka najnizszych wielomianéw Legendre’a ma nastepujaca postac:
1 1
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Warto zapamietaé, ze wielomiany Legendre’a, dzieki przyjetej normalizacji (15.20) maja
na brzegach przedziatu fizycznego wartosci 1 lub —1:

B(1) =1, P(=1) = (-1 (15.23)

zgodnie z parzystosciag wielomianu.
Poniewaz wielomiany Legendre’a tworza zupelny uklad funkcji na odcinku [—1,1],
mozna za ich pomoca przedstawi¢ operator jednostkowy:

li 20+ 1 VP (2') = 6(x — 2'). (15.24)

N}

Na koniec podamy jeszcze, podobnie jak to zrobiliSmy w przypadku wielomianéw
Hermite’a, funkcje tworzaca dla wielomianéw Legendre’a:

F(u,z) = (15.25)

P
\/1—2uac—|—u2 Z :

Aby udowodnié, ze wystepujace w rozwinieciu (15.25) wspotezynniki P(x) sa rzeczywiscie
wielomianami Legendre’a, wystarczy wykazaé¢, ze sg to wielomiany ortonormalne na od-
cinku [—1, 1] z norma zgodna z réwnaniem (15.20). W tym celu pomnézmy dwie funkcje
tworzace od réznych zmiennych i scatkujmy po dz:

1

/ dz F(u,z) F(v,z) =

-1

1 1
x
V1—=2uz 4+ u?2 1 —2uzx + v?

= L [n(1+ vaw) —In (1 - vaw)]

[e.9]

B Vuv £k +1[ H](‘/_)kH
= 57 j_ . (wo)', (15.26)

8-
4

[e.9]

~
o

gdzie w ostatnim wzorze podstawiliSmy k = 2. Z kolei, wyliczajac te sama catke przy
uzyciu prawej strony wzoru (15.25) otrzymujemy

/dx F(u,z) F(v,x) = Z ulv® / dx Pi(x) Py(x). (15.27)
e Lk=0 7}

Aby prawa strona (15.27) byla réwna prawej stronie (15.26) musi zachodzi¢ réwnosé
(15.20). A zatem wspolczynniki P(z) sa rzeczywiscie wielomianami Legendre’a.
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Stowarzyszone wielomiany Legendre’a. Aby rozwiaza¢ rownanie (15.14) dla dowol-
nego, catkowitego m, zauwazmy najpierw, ze rozumowanie, ktére doprowadzito nas do
wniosku, ze rozwigzaniami dla przypadku m = 0 sa wielomiany, a nie nieskoniczone sz-
eregi pozostaje w mocy. A zatem bedziemy szukaé¢ rozwigzania rownania

% {(1 —2?) %ff)] - {l(l +1) - 171;1 P(z) =0 (15.28)
w postaci
’ P(z) = (1 —a)™(1 + 2)"2R(z) = (1 — 2®)"2R(z), (15.29)

gdzie zgodnie z réwnaniem (15.17) wyseparowaliSmy potege (1 — zo)®, natomiast R(x)
sa wielomianami. Podstawiajac (15.29) do réownania (15.28) otrzymujemy réwnanie na
R(x):

(1-2%) R'(z) = 2(Im|+ 1)z R'(z) + [ (L+1) — |m|(jm| + 1)] R(z) =0.  (15.30)
Przypomnijmy teraz rownanie na wielomian Legendre’a stopnia [:
(1—2°) P/(z) =2z P/(z) +1(1+1) B(z) =0. (15.31)

Latwo sie przekonaé, ze rozniczkujac |m|-krotnie rownanie (15.31) otrzymamy réwnanie
(15.30), przy czym

dm™
Wielomiany R(z) mozna wyliczy¢ korzystajac z rownania (15.21)
1 dl+|m| ) !

Zauwazmy, ze najwyzsza potega x rozwinieciu wyrazenia (1 — :1:2)1 wynosi 2%, Zatem
kazde rozniczkowanie dwumianu (1 — a:2)l powyzej 2l-tego daje zero. Wynika stad, ze:
Im| <1, (15.34)
czyli, ze dla danego [, m moze przyjmowaé 2/ + 1wartosci:
m=—l,—l+1,...,0,...,0—1,1. (15.35)

Pelne rozwiazania roéwnania (15.28) nazywamy stowarzyszonymi wielomianami Legen-
dre’a (cho¢ tak na prawde dla nieparzystych m zawieraja one pierwiastek z (1 — %)) i
oznaczamy jako Pl‘m‘(x):

_ x2)|m|/2 Ji+Im|
201! dz!tlml

Funkcje te sa sa znormalizowane w nastepujacy sposob

/1d:c [Pllml(x)r _ (fml) 2 (15.37)

P (z) = C 2 -1). (15.36)

(—|m)l2l+ 1
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15.2.3 Funkcje kuliste

Sprobujmy podsumowac nasza dotychczasowsa dyskusje dotyczaca zaleznosci katowej rozwigzan
rownania Schrédingera z potencjalem o symetrii sferycznej. Rozwigzaniami réwnania
(15.5) sa funkcje Y;(0, ) przyjmujace postac:

2l + 1 l - ]m| ‘m‘ 1 ;
0,0) = et/ 0) ——eime, 15.38
=¢ <)) (cos )me ( )

gdzie faza €, = (=)™ dlam > 0ie€, =1 dlam < 0. Warto wspomnie¢, ze istnieja w
literaturze inne wybory faz funkcji kulistych (np. Landau, Lifszyc).

Jednak najwazniejszym wynikiem naszej dotychczasowej dyskusji jest nie tyle wzor
(15.38), co zakres zmiennosci indeksow [ 1 m dany przez rownania (?7) i (15.35):

1=0,1,2,..., m=—l,—l+1,...,0,....1—1,1.

Oznacza to, ze wartosci wlasne operatora momentu pedu sa skwantowane, podobnie jak
wartosci wtasne j}z, ktorych spektrum jest ograniczone przez relacje (15.34). Funkcje
kuliste, bedace funkcjami wtasnymi i L, uktadaja sie w multiplety o okreslonym [.
Podajmy przyktadowo kilka pierwszych funkcji kulistych:

=0 Y9 =L

4n’

Yloz \/ s 2 > cos 0,
=1
= :Fw/ sin @ et

Y20 =y/70= (3cos?0 — 1),
[ =2 j:,/ 81119 cos f et
Y2 -2 \/327r sin? ) e*2i%,

15.3 Czesé radialna réwnania Schrodingera

(15.39)

Radialne réwnanie Schrodingera (15.6), po zdiagonalizowaniu f/2przyjmuje postac

{_712% ( gr) + (V) - )+ W%ﬂ u(r) = 0. (15.40)

Warto go przepisa¢ podstawiajac za u(r) = x(r)/r. W tym celu wyliczmy

10 (,0x\ 10, , . 1,
Tzar( arr) S, (X =) = X", (15.41)
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gdzie w ostatnim kroku skasowat si¢ czton zawierajacy pierwsza pochodna x. Ostatecznie,
po przemnozeniu przez h’ /2m réwnanie radialne przyjmuje postacé

n? d*y A2 I+ 1)
-z — = Ex(r). 15.42
s T |V ) g X(r) = Ex(r) (15.42)

Zatem ruch radialny przypomina ruch jednowymiarowy w zmodyfikowanym potencjale

R+

Vi) + 2m  r?

. (15.43)

Czton proporcjonalny do [(I + 1) nazywa sie barierg centryfugalng. Zmika ona tylko dla
standéw o zerowym momencie pedu.

Ksztatt radialnej funkcji falowej i wartosci energii F zaleza od konkretnego potencjatu
i bedg omoéwione w jednym z nastepnych rozdzialow.
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