14 Przyblizenie semiklasyczne

W tym rozdziale rozwazymy rachunek przyblizony, ktory opiera sie na rozwinieciu funkcji
falowej w szereg poteg statej Plancka. Zaklada sie przy tym jawnie , ze h jest malym
parametrem (co to znaczy ,maly” parametr wymaga oczywiscie uscislenia). Gdyby h
byto réwne zeru, odtworzylibyémy mechanike klasyczng. Ograniczenie sie do kilku pier-
wszych poteg h jest stad nazywane przeblizeniem semiklasycznym. W literaturze znane
jest ono takze po nazwa przyblizenia WKB od nazwisk jego tworcow: Wentzla, Kramersa
i Brillouina.

Warto tez pamietaé, ze uzyskane ta metoda wyrazenia na kwantyzacje energii, byty
znane wczesniej jako warunki kwantyzacji Bohra-Sommerfelda. Warunki te we wezesnym
okresie rozwoju mechaniki kwantowej usitowano zgadna¢ na podstawie pewnych zatozen;
tu wyprowadzimy je $cisle.

14.1 Ogo6lna postaé¢ funkcji falowej

Punktem wyj$ciowym jest zalezne od czasu réwnanie Schrédingera

o h? o2

h— = —— V . 14.1
ihar = =5 -V b+ V(7)Y (14.1)
Poniewaz interesuje nas stan zwiagzany o zadanej energii E funkcje ¢ zapiszemy w postaci:
Y(F t) = Ae "B/, (14.2)

Réwnanie (14.1) mozna przepisa¢ jako rownanie na faze S:
(95(9) "~ (B - V() — i V56 =0 (143)

5 T T sz 7) = 0. .

W przypadku jednowymiarowym, do ktorego sie teraz ograniczymy, rownanie (14.3) przyj-
muje postac:

S? —2m(E—V)—ihs" =0, (14.4)
gdzie prim oznacza rézniczkowanie po x.

Przyblizenie, ktore teraz zrobimy, polega na rozwinieciu fazy S w potegi h. Warto w
tym miejscu zauwazy¢, ze rozwiniecie to ma nieco inny charakter niz rozwiniecie omawiane
w rozdziale (77), ze wzgledu na to, ze h jest parametrem wymiarowym. W praktyce
ograniczymy sie do pierwszej potegi h:

S=Sy+hS+..., (14.5)

co daje

SE+2hS)S| 4 ... —2m(E—V) —ihS)+...=0. (14.6)

Prownujac wspotezynniki przy kolejnych potegach h otrzymujemy dwa réwnania:

S = £/2m(E-V),

SI = —2i 8! (14.7)

64



Jak wida¢ S| ma sens klasycznego pedu czastki poruszajacej sie w potencjale V (z). Pier-
wsze z rownan (14.7) daje sie tatwo scatkowac:

x

So(z) = j:/dx'\/Qm (E —V(x')) + const., (14.8)

gdzie stala const. zwiazana z dolng granica catkowania, redefiniuje i tak na razie dowolna
stala A z rowania (14.2) i dlatego moze zosta¢ pominieta. Drugie z rownan (14.7) daje
sie tez prosto scatkowad

S// d ) L
S_Z = ISy = —2iS; (14.9)

i dalej
Si(z) = %m S!\(z) = %lnp(w). (14.10)

Warto zauwazy¢, ze rownanie na Sy nie zalezy od znaku Sy (znak ten upraszcza sie w
(14.9)), a ewentualna stata addytywna znowu moze zosta¢ wciagnieta do A.
Podsumowujac, ogélna postaé funkcji falowej 1) dana jest jako

P(r) = Ax oEr J dz'\/2m(E=V (z')) o~ In 3/2m(E-V (x))

_ A ot [ da'\/2m(E-V (@) (14.11)
v2m (E -V (z))

Poniewaz wielkos¢ E—V (z) moze przyjmowaé wartosci ujemne i dodatnie, warto wprowadzi¢
oznaczenia

k(x) = %\/Qm (E—V(z))dlazx <z <z

k(z) = %\/Qm (V(z) — F)dlax <z lub 2y < 2, (14.12)

gdzie x; 2 sa klasycznymi punktami zwrotu.

14.2 Postaé¢ funkcji falowej
Zapiszmy funkcje (14.11) w obszarach I) i II):

A — [ da’ k(")
r) = ———=e =@ :
o) = G
1) 4 i [ da’ k(z') s —i [ do’ k(z')
r) = ———=e™ +——e = : 14.13
) = o — (14.13)
gdzie dla funkcji v; wybraliémy znak "—” w eksponencie, aby znikata dla * — —o0, a

czynnik 2 w normalizacji zostal dodany dla pozniejszej wygody. Index (1) przy funkeji
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1;; oznacza, ze w calce po dx’ za dolng granice wybraliSmy x;. Zauwazmy, ze funkcje
falowa w obszarze I11) mozemy zapisaé inaczej

T2 z9
D i [ dx’ k(z') D —i [ dz’ k(z')
V) = i DT,

hk(x) hk(x) (14.14)

I wreszcie w obszarze I11)

B —fdx’n(x’)
T) = ———=6€ "2 . 14.15
) = 5 (14.15

14.3 Warunki zszycia

Wyprowadzona w poprzednim paragrafie postaé¢ funkcji falowej uzyjemy do opisu czastki
w trzech obszarach I) na lewo od punktu zwrotu xy, II) miedzy punktami zwrotu z; <
x < x9 1 III) na prawo od punktu xs. Zauwazmy, ze przyblizenie (14.11) nie stosuje sie w
punktach zwrotu i w pewnych otoczeniach wokot punktéow zwrotu. Poniewaz, aby uzyskaé
funkcje falowg dla wszystkich z-6w, musimy dokonaé zszycia fragmentéw funkcji falowe;j
zadanych w poszczegblnych obszarach, zachodzi potrzeba zastosowania jakiego$ innego
przyblizenia, stusznego w punktach zwrotu i w najblizszym ich otoczeniu. Najprostszym
rozwigzaniem jest przyblizenie potencjatu przez linie prosta

V() = E—F(zx—x)+...dlaz~ zy,
V(z) = E+F(r—x)+... dlaz ~ x, (14.16)

gdzie F1o > 0. W tym przyblizeniu réwnanie Schrédingera redukuje sie do réwnania
Bessela i mozna go doktadnie rozwiazaé¢. Otrzymane w ten sposéb rozwiagzanie mozna
nastepnie zszy¢ z funkcja falowa (14.11) po lewej i po prawej stronie punktéow zwrotu.
Metoda ta opisana jest w podreczniku Schiffa.
My postapimy jednak inaczej: obejdziemy osobliwosé funkeji (14.11) po matym okregu
w plaszczyznie zespolonego x. Jest to metoda opisana w podreczniku Landaua i Lifszica.
Dla x bliskich z; zachodzi

k(z) = %\/W(x — )2,
k(z) = %\/QmFl (21— z)"%. (14.17)

W konsekwencji

f 2
/d:z:/ k(z') = 7 omFy (z — a1)?,
1
1 5
/dm’ k(z') = g7y omF (z1 — x)*? (14.18)
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Przechodzac od obszaru I do II napotykamy na osobliwos¢ zwiazana z zerem k(z). Aby
ja omina¢ przyjmiemy

T — 1 = pe'’, (14.19)
przy czym ¢ = 0 dla x < 27 1 zmienia sie od 0 do —m, jezeli poruszamy sie od [ do I]
po malym okregu o promieniu p zgodnie z ruchem wskazoéwek zegara az do x > x1, lub
od 0 do m, jezeli poruszamy sie po dolnym poétokregu w strone przeciwna niz wskazowki
zegara. Przechodzac po géornym potokregu mamy zatem

1

/dl’/li<l’/> _ 2V§;nFlp3/2_>2V§ZlF1p3/2ei?’27“

2\/2mF [
#(x — )%= / d' k(') (14.20)

1

Podobnie czynnik
hri(z) = W(xl - x)1/4 — /2mF (x — x1)1/4 e i1
= Vhk(@)e 1. (14.21)
W sumie otrzymujemy, ze:

@ . T
A — [ da’ k(') A 61% —i [ da’ k(z')
Uy(x) = : o

NN T o k()

Widzimy, ze dokonujac obejscia osobliwosci po gornym potokregu odtwarzamy tylko jeden
fragment funkcji falowej w obszarze I, przy czym zachodzi

(14.22)

1 .=
Cg = 514 e's. (1423)
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Obchodzac osobliwo$é po dolnym poétokregu otrzymujemy
x1

/dl‘/li(]}/> _ 2\/ z;nFlpWQ N 2V ?)ZLFl p3/26i37’r

x
T

(z —x)*?(—i) = —i/da:’k(x') (14.24)

xr1

2\/ 2mF1
3h

oraz

hi(z) = 2mE (21— o)/ — 2mFy (v — )/ et

hk(z)etis. (14.25)
Z rownan (14.24,14.25) wynika, ze

A *zldm’n(m/) Ae i1 i [ da’ k(z)
V() = ——=ce¢ / €L en : (14.26)

N T o hk(2)

Zatem obchodzac osobliwo$¢ po dolnym poétokregu odtworzyliSmy drugi sktadnik funkcji
falowej w obszarze 11, przy czym

1 . T
Cl = §A e 1, (1427)

Zanim podstawimy wartosci Cy i Cy do réwnania (14.13) sprobujmy zastanowic¢ sie,
dlaczego obchodzac osobliwos$é gora lub dotem odtwarzamy tylko jeden fragment funkcji
falowej w obszarze I1. W tym celu warto przesledzi¢ zmiane petnej funkcji falowej (14.13)
przy przejsciu w strone przeciwna, to jest z obszaru I1 do obszaru I. W obszarze 1] w
poblizu x = 1,

f 3¢ . 3¢
j:i/dx’k(m') ~ p*/? (:I:i cos 780 F sin 780) , (14.28)
xr1
przy czym ¢’ zmienia sie od 0 do 7 dla przejscia gorg lub 0 do —n dla przejscia dotem.
Rozwazmy przejscie gora. Decydujacy jest tu czynnik:
3 /
sin 22, (14.29)
2
ktory na poczatku maleje dla czesci proporcjonalnej do C(znak + w eksponencie), nato-
miast rosnie dla czesci proporcjonalnej do Cy (znak — w eksponencie). Stad przy obejsciu
gorg czton proporcjonalny do C ,,gubi” sie na tle rosnacego cztonu proporcjonalnego do
C5. Przyblizenie semiklasyczne nie pozwala na utrzymanie wrazu eksponencjalnie matego
na tle cztonu wiodacego. Dla przejscia dotem sytuacja sie odwraca i ,,gubi” sie czton
proporcjonalny do Cs.
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Podstawiajac (14.23) i (14.27) do réwnania (14.13) otrzymujemy

) A 1 i f da’ k(x')—i% —z"if da’ k(z')+i g
€T = —_— e z1 + e xq
o = =
A x
= ——— cos /d:c' k(z") — u (14.30)
hk(x) 4

L1

Sprobujmy teraz powtoérzy¢ to samo rozumowanie dla obszaru wok punktu x,. Przyjmi-
jmy funkcje falowe w postaci:

B — f dz’ k(z")
x = ——e T2 ,
) = S
T2 3
D i [ da’ k(z') D —i [ da’ k(z')
(2) 1 2
7)) — e = 4+ ¢ =& ) 14.31
Yrr () ) 0 (14.31)

W tym obszarze

1
k?([)’}) = ﬁ\/ QmFg (IQ — ZL‘)l/Q s

1

FV2mE, (z — z9)"?. (14.32)

2
8
~—
I

Sparametryzujmy A

x—x9=pe’, (14.33)
przy czym ¢ zmienia si¢ od 0 do 7 lub —, jesli poruszamy sie po gérnym wzglednie
dolnym poétokregu przechodzac z obszaru 111 — II. Poniewaz

(x—22)** = PP — p2eFT = Fi(wy — 1),
(x2 . x)1/4 p1/4 SN p1/46ii% — e:ﬁ:i%(x2 _ .T)l/4, (1434)
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gdzie gorny (dolny) znak odpowiada przejsciu po gornym (dolnym) potokregu. Zatem dla
przejscia gora mamy

B - fz da’ k(z") B —ig iIde’k z/
V() = ——=e = — 2L ”{ ( )7 (14.35)
2\/hk(z) 2\/hk(z)
natomiast dla przejscia dotem
B — f dz' k(z') B e’% —i jzdx' k(z")
1) = ———¢ L e e : 14.36
Yin(®) = 57— G NG (14.36)
co implikuje
1 x 1
D1 = §B 67117 D2 = §B e's. (1437)
Podobnie jak w przypadku (14.30) otrzymujemy
) B 1 i T da’ k(x")—i% —i If2 da’ k(x")+i%
r) = —-|e~= +e =
e = o (
B i
= COS /dx’ k(z") — 1. (14.38)
hk(x) 4

T

Na koniec warto jeszcze wspomnie¢ o warunkach zszycia dla potencjatow typu nieskonc-
zonej studni. Dla takich potencjalow przyblizenie semiklasyczne w obszarze I stosuje
sie az do samego punktu zwrotu, zas na zewnatrz funkcja falowa jest po prostu réwna
tozsamosciowo zeru.

14.4 Warunki kwantowania Bohra-Sommerfelda

Funkcje @D?I) i @Zz(fl) musza by¢ sobie réwne. Przepiszmy @/1(111) w nieco innej formie

xT

(1) . A / / / ™
x) = coS dz' k(') — —
) = s @) -7
A i s i s
= cos | — [ da' k(2 —i———l—/dm'k ) — =
o [k + ] (@)~
A x2 2
= oS da' k(z') — = —/dx’k: A+ 14.39
o | fantnta) @+3]. e
Poréwnujac (14.39) z (14.38) otrzymujemy
2
/da:’k(x’) - g —nriB=(-)"A. (14.40)
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Pierwsze z rownan (14.40) stanowi tres¢ reguty kwantyzacji Bohra-Sommerfelda, ktora
zZwyczajowo zapisuje si¢ w postaci catki okreznej po okresie ruchu z wyrazenia na ped
klasyczny:

f da’ pla’) = 2h (% + n) (14.41)

14.4.1 Oscylator harmoniczny

Warto w charakterze przyktadu rozpatrze¢ oscylator harmoniczny, dla ktérego

1 1/2 o2m, 1/2
p(x) =vV2m (E — §w2m x2) = V2mkE (1 — ﬁxz) 5 (14.42)

za$ punkty zwrotu
2F

mw?’

(14.43)

T12 = +

Wprowadzajac nowa zmienng

wm 2F
§=1/ Yo -1<¢é<, dx_”muﬁdg (14.44)

wyliczmy catke

T2 1

]{dx/p(x/) = 2/d$’p(ac/) = 4§/d§ 1-& = 2%%, (14.45)

1 -1
gdzie skorzystaliémy z wartosci catki

1

/dg 1-¢2= g (14.46)

-1

Warunek Bohra-Sommerfelda (14.41) daje zatem dla oscylatora harmonicznego
E 1
—=h|= 14.47
Eon(gen). (1447
co jest identyczne z doktadnym wynikiem.

14.4.2 Nieskoiriczona studnia potencjalu

Dla nieskonczonej studni potencjatu

0 dla —a<z<a

oo dla z< —a, a<zx (14.48)

V(z) = {
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zachodzi
k(x) = —V2mE, (14.49)

a funkcja falowa ma postac

C, i f dz' k(z') Cy —i f dz' k(z')

x) = e~ + e ¢ : 14.50
w[[( ) 4 2mE 4 2mE ( )
Poniewaz 1;;(—a) = 0, stad
C
=—Cy = —. 14.51
C )= o (14.51)
A zatem
C : / /
V() = - sin /dm k(x') | . (14.52)
2mE

Z kolei warunek ¢;;(a) = 0 implikuje warunek kwantowania

a

/dx’ k(z") = nr. (14.53)

Podstawiajac za k(x') wyrazenie (14.49) otrzymujemy

2a

- 2mE = nm, (14.54)
co daje skwantowana energie
h2r?
E,=——n" 14.55
8aZm ( )

co pokrywa sie z wynikiem dokladnym. Warto zauwazy¢, ze n = 0 nie jest dozwolone,
gdyz mielibysmy wtedy do czynienia z funkcjg tozsamosciowo réwna zeru.

14.5 Warunki stosowalnosci przyblizenia semiklasycznego
Warunkiem stosowalnosci rozwiniecia (14.5) jest aby

hS; < So. (14.56)

Jednak, zaréwno Sy jak i S sa funkcjami z, przy czym Sy jest funkcja monotoniczna.
Zamiast bada¢ rownanie (14.56) przyjeto sie bada¢ stosunek pochodnych.

hS] K
= 1. 14.
5= e < s
Ostatni wzor bierze sie stad, ze
as _ihd, g iE
dr  2dx T 2p 2k



Sy =p = hk.
Warto wzor (14.57) przepisa¢ w nieco innej formie, zauwazajac, ze dlugosé fali de
Broglie’a A\ = 27 /k:
A
4

dk

dx

co oznacza, ze zmiana k na odcinku A/47 jest mata w poréwnaniu z k. Innymi stowy
wzgledna zmiana k na odleglosci rzedu A/47 jest mniejsza (silnie) od 1. Poniewaz za
zmiane k z x odpowiedzialny jest potencjal V' (z), to warunek (14.58) oznacza w praktyce,
ze potencjal jest na tyle wolno zmienny, ze ped czastki jest prawie staty, przy zmianie x o
kilka dtugosci fali de Broglie’a. Widac¢ stad, ze przyblizenie WKB zalamuje si¢ w poblizu
punktow zwrotu gdzie k — 0 a A — oo.

<k, (14.58)
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