12.2 Przypadek z degeneracja
12.2.1 Pierwszy rzad rachunku zaburzen

Zajmiemy sie teraz przypadkiem, kiedy jednej wartosci wlasnej hamiltonianu Hy odpowiada
kilka stanéw wtasnych: )
Hy|n,i), = BV |n,i),, (12.1)

gdzie ¢ zmienia sie on 1 do [,,. W niektorych przypadkach lepiej jest przyjac¢, ze ¢ zmienia
sie w granicach ™" do I™a*; wtedy wystarczy przesunaé i o warto$é —I™® + 1, aby dolna
granica byta 1. Zwr6¢my uwage, ze dowolna kombinacja liniowa

In

> al |n,i), (12.2)
i=1

jest tez stanem wlasnym do energii EY.

Pelne rownanie Schrédingera przyjmuje wowczas postaé

(Hy + \H') |n) = E, |n), (12.3)

gdzie

ZZ I m, i) (12.4)

m  1=0

przy czym wskaznik n oznacza tu jeden konkretny stan o energii F,. Trzeba jednak
pamieta¢, ze majac do dyspozycji [, stanéw mozemy utworzy¢ I, ortogonalnych kombi-
nacji (12.4). Stad index n nalezaloby uzupelni¢ dodatkowym indeksem numerujacym te
kombinacje, o ile miatyby one te sama energie E,,.

Zastanéwmy sie, co moze sie sta¢ w wyniku ,wlaczenia” zaburzenia. Wyobrazmy
sobie stan trzykrotnie zdegenerowany. Po pierwsze moze sie zdarzyé¢, ze — podobnie jak
w poprzednim przypadku bez degeneracji — energia wszystkich stanoéw |m, j), przesunie
sic o mala poprawke. Wowczas degeneracja sie nie zmieni, a n wystepujace w (12.4)
oznacza zespol 2 liczb n — (n,i), gdzie ¢ = 1,2,3. Jednakze, i to jest najczestszy
przypadek, degenaracja zostaje usunieta czedciowo: Energla 2 stanéw przsunie si¢ 0 Ay:
E, = E(O) + Ay, a energia trzeciego stanu o Ag: E,,, = E + As. Wowezas mamy dwa
stany o energii E,, i wtedy n — (nq,1),(n1,2) i jeden stan o energii E,,, czyli n — nq
(bez dodatkowego indeksu). Wreszcie kazdy z trzech pozioméw niezaburzonych moze
przesunaé si¢ o réozna warto$¢ A; .3 i wtedy moéwimy, ze degeneracja zostata zniesiona
catkowicie, n — nq, no lub ng. We wszystkich trzech przy]?adkach granicy A — 0 porawki
znikng A; — 0, ale stany wlasne odpowiadajace E,, = En’ + A dazy¢ beda na ogot nie
do wyjsciowych stanéw |n, ), ale do ich kombinacji liniowych (12.2).

Postepujac podobnie jak w przypadku niezdegenerowanym

=06, + A I 4 N2ID 4 (12.5)

o8



musimy zatozy¢, ze A0 = c{,&o)(Smn poniewaz w granicy A — 0 stan |n) bedzie na ogol
przechodzit w pewng kombinacje liniows stanéw |n, 7),. Pozostate A =0 dlam = n.
Stad réwnania (??) przyjmuja postaé

HOZ Vn, iy, = ET(LO)Z {0 n,6),,
H’Zc’(o)\nz —|—ZE Z Uim, j), = Zc n,i), + B Zch(l)\mJ

m#n m#n  j

(12.6)

Podobnie jak poprzednio pierwsze rownanie (12.6) odtwarza po prostu widmo niezabur-
zonego hamiltonianu. Mnozac drugie z rownarn (12.6) przez stan o (n, k| otrzymujemy:

Z o (n, k| H |n, i)y ¢\ = kO, (12.7)

Roéwnanie to warto przepisaé jako:

> (o dn k' i)y = EDbyi) i = 0. (12.8)

7

7 algebraicznego punktu widzenia jest to rownanie wtasne jakie otrzymaliby$my probujac
zdlagonahzowac macierz hamiltonianu zaburzajacego. Otrzymany w ten sposéb wartosci
wlasne B sg szukanymi poprawkami do energii problemu niezaburzonego. Jezeli wszys-
tkie wartosci wlasne w rownaniu (12.8) wyjda rozne, wtedy mowimy o catkowitym zniesie-
niu degeneracji. Jezeli jednak wyjdzie kilka réwnych wartosci wiasnych to zniesienie de-
generacji bedzie tylko czesciowe. Wektory wtasne e okresla nam kombinacje liniowe
stanow |n, ), do ktorych zredukuje si¢ stan [n) w granicy A — 0.

Aby wyliczy¢ poprawke do funkeji falowej, musimy pomnozy¢ drugie z rownarn (12.6)
przez stan o (m’, k| ( m’ # n ). Po opuszczeniu znaku ' otrzymujemy:

ZCZ(O)O (m, k| ' In, ), + EO ) — pO) k() (12.9)
co daje R
k| H |n,i), .
= 30 (m. K| H' [ i)g 0 (12.10)

EY — EY

12.2.2 Dwuwymiarowy oscylator harmoniczny z zaburzeniem zy

Omowiona w poprzednim paragrafie metode warto zilustrowaé przyktadem. Wezmy w
charakterze wyjsciowego uktadu niezaburzonego dwuwymiarowy oscylator harmoniczny

1(/p? 1 (P
Hy=H,o+H,0= - prrw ma? )+ = &+w2mgj2 ) (12.11)
’ ' 2\m 2\m

99



Stany wtasne takiego uktadu sa iloczynem standéw wilasnych oscylatora w zmiennej x i w
zmiennej y. Bedziemy je oznaczac¢ jako

na) [1y) - (12.12)

Rzeczywiscie, poniewaz H,, i H,( komutuja, stany (12.12) stanowiag zupelny uktad
stanow. Odpowiadajace im energie sa suma energii pochodzacych od kazdego oscylatora

Enon, =hw (ng +ny+1). (12.13)

Jak wida¢ z powyzszego wzoru stany wtasne, poza stanem podstawowym, sa zdegen-
erowane. Np. pierwszy stan wzbudzony o energii £/ = 2hw jest zdegenerowany dwukrot-
nie

[1)10) 1 [0} [1), (12.14)

a drugi stan wzbudzony o energii £ = 3hw jest trzykrotnie zdegenerowany
210}, [1)[1) 1 ]0)[2). (12.15)

W charakterze zaburzenia weZmy potencjat

H =V =2 (?) (%) , (12.16)

gdzie [ jest charakterystyczna dtugoscia jaka mozna utworzyé ze stalych wymiarowych
oscylatora harmonicznego

N

mw
natomiast ¢ jest stala o wymiarze energii okreslajaca site zaburzenia. Warto wyrazié
V przez operatory kreacji i anihilacji, przy czym bedziemy teraz mieli dwa typy takich
operatoréw: operatory dzialajace w przestrzeni stanéw pierwszego oscylatora (oscylatora
»T-owego”) 1 w przestrzeni drugiego (,,y-owego”), gdzie

N'%g)

Sl -

S 7 SR
(al +a,), 7 (aL + ay)

Sl -

Mamy wiec
Vo= e(al +a,) (a] +ay)

= e(alal +ala, + aal + a.a,) . (12.17)
Dziatajac operatorem V na dowolny stan (12.12) otrzymujemy:

Ving) In,) = ¢ (alal + ala, + a.al + asay,) |ng) ny)

= {0 ) 4 1)+l D+ 1y = 1)
1/ Na(ny + 1) [ng — 1) [ny + 1) + /nany [ng — 1) |ny, — 1>} . (12.18)
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7 powyzszego wzoru widac¢, ze operator 1% przerzuca dany stan w stan o energii wieksze;j
lub mniejszeh o hw, ale takze miesza rozne stany odpowiadajace tej samej energii (tzn.
ma niezerowe elementy miedzy tymi stanami).

Dla przyktadu rozpatrzmy poprawke do energii pierwszego stanu wzbudzonego. Niech
n oznacza sume n = n, + n,, a za wskaznik degeneracji przyjmijmy np. ¢ = n, + 1. Dla
pierwszego stanu wzbudzonego n =1 a ¢ = 0,1. Stad:

[1)10) = [1,1), [0)[1) =1,2). (12.19)
Otrzymujemy

VL1 = e{..+0|1,1)+[1,2)+...},
VI,2) = e{..+[1,1)+0]|1,2) +...}

i rownanie (12.8) przyjmuje postac

(1,1 V[1,1) (L1 V]5,2) ][ @ EY o O
| (1L2]V L) (1L,2]V[1,2) | [ SO 0 B[
) 1(0)
E; € c
= = 0. 12.20
|20 (1220
Wyznacznik macierzy wystepujacej w (12.20) wynosi
2
(Ef”) - (12.21)
co daje
EV = . (12.22)

Widzimy zatem, ze juz w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen nastapito zniesienie de-
generacji.
Unormowane wektory wlasne do wartosci wtasnych (12.22) przyjmuja postac:

0(0) 1
4l =—]"! ] 12.23
EIREn! 1225
A zatem stany wtasne do ktorych daza pelne stany wyliczone w pierwszym rzedzie rachunku
zaburzen, sg nastepujacymi kombinacjami stanéw wyjsciowych:
1

- = \/5(!1>|0>—|0>|1>)

1
V2
Jak tatwo sie przekonaé¢, sa to stany znormalizowane i wzajemnie ortogonalne. Dla
odréznienia od stanéw wyjsciowych oznaczylismy je jako |1, F).

L,+) = (1) [0) +10) [1)) - (12.24)
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Aby wyliczyé¢ poprawke do funkcji falowej musimy wyliczyé¢ elementy macierzowe 1%
od stanéw [1,0) 1 |0,1) do wszystkich stanéw o innych energiach. W naszym przypadku
rzut oka na rownanie (12.18) pozwala stwierdzi¢, ze sa to stany:

1)10) — v2[2)[1),
0) 1) — V2[1)2)

o enrgii &/ = 4hw.

13 Metoda wariacyjna

Metoda wariacyjna sprowadza si¢ do ,zgadniecia” funkcji falowej, ktéra najlepiej przy-
bliza funkcje falowa stanu podstawowego. Dla dowolnej unormowanej funkcji ¢ zachodzi
nier6wnos¢:

Ey < /mwﬁw (13.25)

Dowd6d nieréwnosei (13.25) korzysta z faktu, ze kazda funkcje mozna rozwina¢ w bazie
funkcji wtasnych hamiltonianu H :

Hu, = E,u,, Y= ch Up, (13.26)
n=0
przy czym warunek unormowania v sprowadza sie do
D el =1 (13.27)
n=0

Wyliczmy teraz caltke wystepujaca w rownaniu (13.25):

/dxw*]:hb = ic*micn/dx u' H u,
m=0 n=0

o0
* *
= E c, E ann/dx Uy Up,
m=0

n=0

o s
= Z |Cn|2En Z EO Z |Cn‘2
n=0

n=0

= E (13.28)

Tak wigc obliczenie energii stanu podstawowego sprowadza si¢ do znalezienie minimum
wyrazenia [ dx ) H ze wzgledu na (unormowana) funkcje :

Ey = Irgn/dw W H . (13.29)
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W praktyce zaklada sie jawng postaé¢ funkcji ¢ zalezng od jednego lub kilku parametréow
i minimalizuje sie catke (13.29) ze wzgledu na te parametry. Oczywiscie wybranie tej tak
zwanej funkcji probnej jest arbitralne i zalezy od intuicji i do$wiadczenia rachunkowego.
W charakterze przyktadu rozpatrzmy oscylator harmoniczny
N od: omw?

Jako funkcje probna przyjmijmy unormowana (w kwadracie) funkcje Gaussa

bz, a) = <9>1/4 =30 (13.31)

™

Dziatanie hamiltonianu (13.30) na funkcje (13.31) sprowadza sie do policzenia drugiej
pochodnej z :
d? 4
—(z,a) = —a(l — ax?) (g> e 20 (13.32)
x T

i wykonania calki:

a [ h? o mW? o] e
E(a) = \/;/dx[%a(l—ax)—l— 5 x}e
P2 2 0 T :
O )
2 2m

_ah + mw?  o?h?] 1

- 2m 2 2m | 2«
ah?  mw?

= — ) 13.33
4m + 4o ( )

Rozniczkujac (13.33) po « i przyrownujac pochodna do zera otrzymujemy

d h2 2
MY 0 S gy, = % (13.34)

da (@) = 4m 4o?

Podstawiajac te wartos¢ o do wzoru na F(«) otrzymujemy:

E(amin) = zhw, (13.35)

2
co jest doktadnym wzorem na energie stanu podstawowego oscylatora. Oczywiscie wiaze
sie to z tym, ze funkcja Gaussa (13.31) z a = au, jest dokladna funkcja wlasna stanu
podstawowego.

Znajac doktadng funkcje wlasna stanu podstawowego 1, mozna przy pomocy metody
wariacyjnej znalez¢ funkcje wlasna i energie pierwszego stanu wzbudzonego. W tym celu
nalezy funkcje probng ¢ wybraé¢ tak, aby byta ortogonalna do wu.
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