12 Stacjonarny rachunek zaburzen

12.1 Przypadek bez degeneracji

Dyskutowane w poprzednich rozdziatach potencjaly dopuszczaly doktadne rozwiazanie
problemu wtlasnego. Jednak bardzo czesto nie potrafimy analitycznie uzyska¢ takich
rozwigzan. Dlatego w takich przypadkach musimy szukaé¢ przyblizonych metod znajdy-
wania energii i funkcji falowych. W tym rozdziale oméwimy tzw. stacjonarny rachunek
zaburzeni. Jest to metoda w ktorej hamiltonian ukladu dzielimy na dwie czesci: Hp, dla
ktorej znane sg doktadne rozwiazania problemu wtasnego i na cze$é zaburzajgcg H. Aby
wyprowadzi¢ rachunek zaburzeni postuzymy sie trickiem wprowadzajac formalny parametr
A, ktory postuzy nam jako parametr rozwiniecia

H=Hy+ H = Hy + \H'. (12.1)

W trakcie rachunku bedziemy zaklada¢ ze A < 1, jednak na koiicu polozymy A = 1.
Metoda taka moze wydawac sie niepoprawna, jednak za kazdym razem upewnimy sie, czy
uzyskane w ten sposob poprawki do spektrum H, sa rzeczywiscie mate. Moze sie jednak
czasem zdarzy¢, ze metoda ta potrafimy otrzymac poprawne rezultaty, nawet gdy warunek
ten nie jest spelniony. Dyskusja stosowalnosci otrzymanych wynikéw jest nieodtacznym
elementem przeprowadzenia rachunku zaburzen.

Okazuje sie, ze musimy tu wyrézni¢ dwa przypadki: pierwszy, kiedy spektrum Hy nie
jest zdegenerowane i drugi, kiedy degeneracja wystepuje.

Napiszmy réwnanie wlasne dla hamiltonianu (12.1):

Hln)y = (ﬁ0+m) n) = E,|n),
Holn) = EYn),. (12.2)

Stany |n) sa szukanymi stanami wlasnymi petnego hamiltonianu. Stan |n), to stan, do
ktorego redukuje sie stan |n) w granicy A — 0. Stany |n), stanowia niezdegenerowany

uktad zupely unormowanych stanéw wtasnych H, do wartosci wlasnej EY . Poniewaz
stany |n), stanowig uklad zupely, wiec kazdy stan, w tym |n), mozemy rozwinac jako

7)) = Conn [m2)g (12.3)
O wspolczynikach ¢, i energiach wlasnych FE, zalozymy, ze maja postaé¢ szeregu pote-
gowego W A:

Comn = O+ A X2
E, = EO4+AXEW 4+ N E® . (12.4)

Zauwazmy, ze w granicy A — 0 odtwarzamy stan wlasny |n), i energie EY) niezabur-

zonego hamiltonianu H. Zatozymy tez, ze dla r # 0 er) = 0. W ten spos6b unikniemy
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podwojnego liczenia stanu |n), w szeregu (12.3). Podstawiajac (12.4) i (12.3) do (12.2)
otrzymujemy rownanie

(Ho+8') (rn>o+AZ o Im)g + Zcﬁz;|m>o+---)

= (E© + AED 4 32 E (In FAD el lm)g + AT Y R ) + >
m#n m#n

(12.5)

Przemnazajac przez siebie szeregi wystepujace w (12.5) i poréwnujac stronami wyrazy
przy tych samych potegach A otrzymujemy uktad réwnan:

Holn), = B |n>
H'[n)y+ Y EQ e lm)y = EBP |n)o+EP Y el m),
S AN )y + 3 B m)y = B no + B Y ) fmhy + B Y el |m),

(12.6)

12.1.1 Pierwszy rzad rachunku zaburzen

Pierwsze z rownan (12.6) jest po prostu rownaniem Wlasnym uktadu nie zaburzonego.

Pozostale réwnania daja sie rozwiaza¢ ze wzgledu na EV G D W tym celu pomnézmy

drugie z rownan (12.6) przez (o (n| i wezmy iloczyn skalarny
o (n| H' |n), = EW. (12.7)

W ten sposob otrzymalismy wzor na pierwsza poprawke do energii whasnej. Mnozac (12.6)
przez o (k|, gdzie k # n otrzymujemy:

o (k' [n)y + B ) = EP) i), (12.8)
skad )
/
= 129
Zatem w rzedzie A funkcja falowa ma postaé:
) = )y — A [m) M + OO, (12.10)

— EY

m#n
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Sprawdzmy, czy stan |n) jest unormowany:

() = oty + X I "'H;io otk Iy L 10

(0) (0)

— 1422 Z 0 (1| b2 |m)00 (m| i n)
( (0) (o>>2
m#n Em — En

0 =14+ MW (12.11)

Zatem stan |n) nalezy pomnozy¢ przez pierwiastek odwrotnosci z wyrazenia (12.11).
Poniewaz jednak wszystkie wielkosci rozwijamy w potegi A musimy takze rozwinaé pier-
wiastek:

In) — _m In) (1 - %AQW ¥ .. ) . (12.12)

V14+NW

Poniewaz jednak stan |n) znamy z tylko doktadnoscia do wyrazu liniowego w A, czlon
kwadratowy w rozwinieciu czynnika normalizacyjnego musimy pomina¢. Trzeba jednak
pamietac¢, ze da on przyczynek w drugim rzedzie rachunku zaburzen.

12.1.2 Drugi rzad rachunku zaburzen

Mnozac trzecie z rownan (12.6) przez stan (n| otrzymujemy

; o (n| H'|m) o (m| H'|n)
Er(?) = Z 0%1)10 (n| H'|m)q = — Z (0) = (0) g (12.13)

Druga poprawke do funkcji falowej otrzymujemy mnozac trzecie z rownan (12.6) przez
stan o (k| , k #n :

STl o (B H [m)y + B el = EDel) + EQcl). (12.14)

m#n

Stad c,(jl) przyjmuje postaé

C]C —_— -

~ 1
@ _ wo (k[ H'm)y ) B
n E : Crmin ™ (0) © Sk 0 (0)

m#n

S _olnl B lmhog ml A"y _ o (6L H ey ' 1

e (BY - BY) (B - BY) (0~ B0)

12.1.3 Oscylator harmoniczny zaburzony stala sila

Aby zilustrowaé¢ metode rachunku zaburzen rozpatrzmy znany nam juz jednowymiarowy
oscylator harmoniczny poddany dziataniu statej sity F' :

~0 2
A p w
H==2+

2m 2

P+ Fi. (12.16)
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Po pierwsze warto zauwazy¢, ze poprzez prosta zmiane zmiennych

- 1 (p? 9 . F o F? F?
H = §(E+wm(:c +2w2mm+w4m2_w4m2

(D), o) _
1 _ 12.1
(m—i—wmy 2w?m’ (12.17)

gdzie y = z + F/w?m hamiltonian (12.16) daje si¢ sprowadzi¢ do sumy hamiltonianu
opisujacego oscylator bez zaburzenia i stalego (ujemnego) cztonu proporcjonalnego do
kwadratu sity F' . Energie takiego uktadu mozemy napisa¢ natychmiast, korzystajac ze
wzoru (777)

1 F?
E =h - - . 12.1
n = e (2 + n) 2w?m (12.18)

Aby zastosowaé¢ do hamiltonianu (12.16) rachunek zaburzen, przyjmiemy jako Hy
hamiltonian oscylatora niezaburzonego, za$ jako H':

A

H =Fi. (12.19)

W poprzednim rozdziale wyliczyliSmy juz element macierzowy operatora & miedzy stanami
wlasnymi Hy. Stad

- nE?
o (ml H' [ny =/ 53— (\/n FRET SR \/ﬁamvn_l) . (12.20)

Jak wida¢ ze wzoru (12.20) element diagonalny operatora H' znika i dlatego pierwsza
poprawka do energii jest tez réwna 0. Natomiast nie znika druga poprawka do energii

E® _ hE™ Z (VR + 1dmni1 + \/ﬁ5m,n—1)2

" _mem . hw (m —n)
F2
) )
FQ
= - . 12.21
2mw? ( )

Wida¢ stad, ze druga poprawka catkowicie odtwarza stala ze wzoru (12.18). Zatem drugi
rzad rachunku zaburzen daje doktadny wynik na poziomy energetyczne zaburzonego stata
sita oscylatora harmonicznego.
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