10 Zwiazki z mechanika klasycznag

10.1 Twierdzenie Ehrenfesta

Twierdzenie Ehrenfesta moéwi, ze wartosci oczekiwane operatorow takich jak potozenie
czy ped spetniaja klasyczne rownania ruchu. Przypomnijmy
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Jezeli operator Q komutuje z hamiltonianem, to jego wartos¢ oczekiwana w dowolnym
stanie nie zalezy od czasu — () jest zachowane. Wtedy takze Q? komutuje z H, a zatem
dyspersja jest tez zachowana. @) jest nazywane "dobra liczba kwantows".

Jezeli |y, t) = |E,t) jest stanie wlasnym energii

(B, 1] [Q, H] B, t) = (E, 1] (ﬁf@ . @ﬁz) 1B, 1) = 0. (10.4)

Zatem kazdy (jawnie niezalezny od czasu) operator Q ma w stanie wlasnym energii za-
chowana wartos¢ oczekiwana. Dlatego stany wtasne energii nazywane sa stanami stacjonarnymi.
Dla operatora pedu

7= —ihV
mamy
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Jest to kwantowy odpowiednik réwnania Newtona. Podobnie
oA 1 | o Th
[%H} =3 [2,p°] = - (p [z, p] + [#,p]p) = —D,
co daje
d 1
—(T) = —(p). 10.6
S48 = 7) (10.6)

Roéwnania Ehrenfesta sa przykladem zasady korespondencyi.
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10.2 Twierdzenie o wiriale

Jako ilustracj¢ wprowadzonych poje¢ wyprowadzimy zwiazek miedzy energig kinetyczng
a potencjalna. Zastosujmy twierdzenie, ze Srednia dowolnego operatora () w stanach

—

stacjonarnych jest stata w czasie (10.4) dla operatora ) = 7 - p:

0 = m% (7 p) = (E| [:f-pjﬁf} )
= (B[ 57 |B) + (Bl g V@) 1B). (10.7)

Policzmy komutatory

507 = > [ap. 58] =Y [#5.08) by =,

Jk Ik
[Z-p.V(z)] = —ihi@-VV. (10.8)
Dostajemy
~2
D L o=
2(F|— |E) = (E]| ¥ - E). 10.
(E| 2= |B) = (B| - YV |E) (10.9)
Dla potencjatéw centralnych
V=Cr"
mamy
- 0
Z-VV(r)= TEV(T) =aV(r), (10.10)
co daje
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(E| L |E) = o (| V|B) (10.11)

Dla oscylatora o = 2, zatem energia kinetyczna i potencjalna sa rowne. Dla potencjatu
Coulomba o = —1, zatem suma podwojonej energii kinetycznej i energii potencjalnej jest
rowna 0. Lub inaczej: catkowita energia jest rowna minus energii kinetyczne;j.

10.3 Gestosé pradu prawdopodobieristwa

Catkowite prawdopodobieristwo znalezienia czastki gdzies w przestrzeni wynosi 1, a zatem:

/!w(ﬁ H2dV = 1. (10.12)

Jest to tzw. warunek normalizacyjny dla funkcji ¢. Oznacza on w gruncie rzeczy, ze
catka (10.12) jest skoriczona; rzeczywiscie wowczas zawsze mozna dobraé¢ pewna stala c:
Y — 9 =1)/c, ze funkcja 1)’ ma norme réwna 1. Warunak (10.12) oznacza, ze w nieskoric-
zonosci [¢(7,t)|? znika na tyle szybko, ze catka po dV jest skoriczona. W my$l interpretacji
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statystycznej oznacza to, ze czastka jest zlokalizowana w przestrzeni. Warto jeszcze za-
uwazy¢, ze pomnozenie funkcji ¢ prze faze € nie zmienia gestosci prawdopodobieristwa,
a zatem z fizycznego punktu widzenia funkcje

i€y

s§ rownowazne.

O funkcjach spetniajacyh (10.12) méwimy, ze sa catkowalne w kwadracie.

Zauwazmy, ze formalnie caltka (10.12) jest funkcja czasu. Ale aby interpretacja statysty-
czna miata sens, warunek normalizacyjny (10.12) powinien by¢ spetiony dla kazdej chwili
t, czyli powinien by¢ niezalezny od ¢:

o[ o B
b /P(r,t) w=: / (7 £)[2dV = 0. (10.13)

W calce po dV ograniczymy sie najpierw do skonczonego obszaru V', ktéry nastepnie
,rozedmiemy” do nieskoniczonosci. Wchodzac z pochodna po czasie pod catke otrzymujemy

V/(w%—?eraa—f )dvzilhv/(wﬁzp—@mw*) v

~ 59
gdzie ostatnia réwno$¢é wynika z réwnania Schrédnigera. Poniewaz H = —h*/2mV +V,
gdzie V jest rzeczywista funkcja potozenia, cztony z V' kasujg sie i otrzymujemy

l

2:,2 (w* V- 621”*) dV = %/6 - (W Vi) — 1 W*) dv. (10.14)
\%4

7
Do ostatniej calki zastosujemy twierdzenia Gaussa
/ﬁ@dvz/dd@, (10.15)
v oV

gdzie da jest skierowanym elementem powierzchni, a 9V oznacza brzeg obszaru V. Oz-
naczajac

al ih * = %
§=—5- (w v¢—¢v¢) (10.16)
i stosujac (10.15) do ostatniej catki po dV w (10.14) mamy ostatecznie
Q/yw(F t)[2dv = —/d@*-g
ot ’ B '
v av

Jesli funkcja 1) znika dla duzych 7" to w granicy 0V — oo znika takze catka po powierzchni
i otrzymujemy wzor (10.13).
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Wyrazenia (10.13) i (10.14) mozna przepisa¢ w postaci

/ (%P(ﬁ )+ V- 5) dv = 0. (10.17)
1%

Poniewaz (10.17) jest spetnione dla kazdego V', musi zachodzi¢ réwnanie ciggtosci:

0

5 P +V-S=0. (10.18)

Rowname to jest identyczne z réwnaniem dla cieczy, gdzie P oznacza gestos¢ cieczy, a
wektor S gestos¢ pradu (w przypadku cieczy S = P ¥, gdzie ¥ jest predkoscia cieczy).
Stad (10.16) nazywamy gestoscia pradu prawdopodobienstwa.

11 Rozpraszanie w jednym wymiarze

W nierelatywistycznej mechanice kwantowej rozpraszanie rozumiemy jako proces zmiany
funkcji falowej opisujacej rozpraszany obiekt przy przejsciu przez obszar dziatania znanego
potencjatu. W rzeczywistosci zrédtem potencjatu jest inny obiekt, np. jadro atomowe w
tzw. tarczy. Pelny opis uwzgledniajacy ten fakt mozliwy jest dopiero w relatywistycznej
mechanice kwantowej.

Cho¢ na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze rozpraszanie czastki na pewnym potenc-
jale powinno by¢ opisywane przy pomocy réwnania Schrodingera zaleznego od czasu,
to w praktyce stosuje sie rownowazny opis stacjonarny. Odpowiada to zalozeniu, ze z
nieskonczono$ci nadbiega na zlokalizoawny potencjal ciggly strumien czastek. W przy-
padku jednowymiarowym czastki te z pewnym prawdopodobieistwem odbijaja sie od
potencjatu oraz przechodza ,na druga” strone. Mamy wiec do czynienia jeszcze z dwoma
strumieniami: odbitym i przechodzacym. Zaktadajac, ze potencjal jest zlokalizowany
wokol = 0 funkcje falowe dla z < 0 lub 2> 0 opisywane sa przez fale ptaskie. Funkcja
falowa czastki padajacej (z lewa na prawo)

U, (x) = Ae P/hetibe qla x < 0 (11.19)
Funkcja falowa stanu koncowego: odbicie i przejscie przez potencjal

V() = Be Fhe=he qla ¢ < 0
+ Ce Btk qla 2> 0. (11.20)

W podejsciu stacjonarnym musimy zatem rozwiazaé¢ roéwnanie Schrodingera z warunkami
brzegowymi

Aet* 4 Be e dla 2 < 0
Y(z) = Ce™ dlaz>>0. (11.21)

=
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Zauwazmy, ze energia jest tu zachowana, nie zostaje ona przekazana ,tarczy”’, stad to
samo k we wszystich kawatkach funkcji falowe;.

Warunki (11.21) potraktujemy jako warunki brzegowe dla réwnania Schrodingera
opisujace czastke o masie m o dodatniej energii

12
B=op (11.22)

ktore wygodnie zapisa¢ w postaci (w dowolnej liczbie wymiarow):
(V2 + k) o(7) = %vm@b(m. (11.23)

Sens fizyczny wspotczynnikow A, B i C' mozna odczytaé¢ rozwazajac gestosé pradu
S(x) z rownania cigglosci

o 9S _

 ta = 11.24
ot * Ox ( )
ih (. . 0Y(x) o™ (z)
= -5 — 11.2
5(0) = s (05— 00) (1125
dla z < 0
ih 2 . 2. p 2 2 2 2
S(w) = =5~ (|AFik — [BF ik) = 5~ (|A] = |BY) = v (|A]" = |B[) (11.26)
idlaz >0
S(z) =v|C|?, (11.27)
gdzie v jest predkosciag czastki. Interpretacji poddaja sie jedynie stosunki
B> |C|?
- — 11.2
HEr s

wsp. odbicia i przejicia, dlatego absolutna normalizacja jest nieistotna. Wygodna ,norma”
A =1/y/v, wowczas padajacy strumien wynosi 1.
Przejscie nad potencjatem i tunelowanie.
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