9 Oscylator harmoniczny metoda operatoréow kreac

anihilacji
9.1 Operatory kreacji i anihilacji

Sprobujmy znany nam juz hamiltonian oscylatora harmonicznego
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Po pierwsze tak zdefiniowane operatory a i a' nie sg hermitowskie. Po drugie sa to
obiekty bezwymiarowe, w taki bowiem sposob dobraliSmy state mnozace z i p. Po trzecie

ich komutator jest rowny 1. Policzmy najpierw iloczyny:
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Ostatni czton jest proporcjonalny do hamiltonianu H. Stad otrzymujemy, ze

.1 1
H = Shw (aa' + a'a) = hw (a*a+§).

Aby wyprowadzi¢ te ostatnia forme H zastosowalismy relacje komutacji (9.6).
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9.2 Stany wlasne i wartosci wlasne H
Aby rozwiazaé¢ rownanie Schrodingera
Hlo >= Ela > (9.9)
musimy znalezé spektrum operatora a'a. Oczywidcie stany |a > sg tez stanami whasnymi
ata
atala >= ala > . (9.10)
O stanach |« > zalozymy, ze sa unormowane:

< ala >=1. (9.11)

Zobaczmy, czy stan
| >=ala >

jest tez stanem wtasnym operatora afa:

atalp > =dlaala >= (aa’ — 1) ala >=a (a'a—1) |a >
= a(a—1)]|a>=(a—1)ala>=(a—1)|6 >.

Widzimy zatem, ze stan |3 > jest stanem wlasnym operatora a'a do wartosci wlasnej
a — 1, nie wiemy jednak, czy jest unormowany. Stad

ala>=N_la—1>. (9.12)
Powtarzajac analogiczny rachunek dla stanu
a'la >

otrzymamy
alla >=Ny|la+1>. (9.13)

Sprobujmy teraz wyliczy¢ czynniki normujace Nx. Norma stanu |5 > wynosi:
< BB >=< ald'd|a >= a. (9.14)
Zwrocémy uwage, ze we wzorze (9.14) oba operatory dziataja na prawo. Z drugiej strony
< 0|8 >= N2
Stad N_ = y/a. Postepujac podobnie
N? =< a+1|a+1>=< alaa’|a >=< ald'a + 1o >=a + 1, (9.15)

co daje Ny = va+ 1. A
Podsumujmy: operatory @ i a' dzialaja na stany wlasne operatora H w ten sposob, ze
obnizaja lub podwyzszaja wartosé wtasng a o 1. Dodatkowo domnazaja taki stan wlasny
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przez wyliczony przez nas wlasnie czynnik N lub N,. Zazadamy teraz, aby istnial
stan podstawowy uktadu, czyli stan o minimalnej energii. Nie mozemy zatem dzialajac
wielokrotnie operatorem a obniza¢ w nieskoniczono$é wartosci wlasne « . Zauwazmy,
ze jezeli zazadaé, aby a = n, czyli aby wartoéci wlasne operatora a'a byly liczbami
naturalnymi, to dzialajac n-krotnie operatorem a na stan |n > dostaniemy stan |0).
Kolejne dziatanie operatorem a da 0 , poniewaz wyzeruje si¢ czynnik N_. Zatem stan
|0 > jest stanem podstawowym oscylatora harmonicznego. Wszystkie stany wzbudzone
otrzymujemy poprzez wielokrotne dziatanie na stan |0 > operatorem a'. Mamy zatem

an > =+/nn—1>,
alln > =+vn+ln+1>,

a‘aln > =nn>. (9.16)

Latwo si¢ przekonaé¢, ze unormowane stany |n > maja postac:
n>=—(a")"[0>. (9.17)

Zgodnie z nasza notacja wprowadzong w rozdziale ?? z operatorami a i a'mozemy
skojarzy¢ macierze

ajn > Z|m>amn,

atln > Z m >al . (9.18)

Korzystajac z (9.16) tatwo wykazaé, Ze te nieskoniczenie wymiarowe macierze przyjmuja
nastepujaca postac:

,al = : (9.19)
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natomiast wektory |n > sa w tej reprezentacji zwyklymi kolumnami o 1 na n-tym miejscu

0

"= — n-ta pozycja (9.20)

Te reprezentacje stanéw wlasnych oscylatora harmonicznego nazywamy reprezentacjg ob-
sadzer, operatory a i a' nosza nazwe operatoréw kreacji i anihilacji, albo jak juz mowilismy
obnizania i podnoszenia.
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9.3 Wtlasnosci przestrzenne stanéw |n >

Patrzac na wzor (9.20) mozna odnie$¢ wrazenie, ze zgubilismy gdzies informacje o wtas-
nosciach przestrzennych stanu kwantowego, gdyz wektory |n > sa wektorami liczbowymi.
Zauwazmy jednak, ze korzystajac ze zwiazkow (9.16) mozemy wyliczy¢ wszystkie wlas-
nosci przestrzenne stanu kwantowego. W tym celu wyliczmy operator 2:

h
A~ _ /\T A~
v 2mw (a"+a),
2 Tt aat o ata o g
o= o (a'a" + aa' + a'a + aa) . (9.21)

Poniewaz operatory @ i &' zmieniaja stan obnizajac lub podnoszac n:

h h
Zn >= (afln > +ajn >) = \/2— (\/n +1n+1>+ynjn—1 >> . (9.22)
mw

2mw

n
<mlin >= 1/ —— (\/n L0 + \/ﬁémm,l) . (9.23)
2mw

Stad:
<n|zln >=0. (9.24)

Ten sam wynik otrzymaliby$my w reprezentacji potozeniowej wykonujac catke

“+oo

/ dz v ()P = 0, (9.25)

poniewaz |1, (x)|? jest symetryczng funkcja x. Sprobujmy policzyé srednie odchylenie
kwadratowe = dla stanu podstawowego,

1 h
Azt =-—.
. 2 mw
ktore dane jest wzorem:
2 A stat 4 an 4 ata 4 aat
<n|#*ln> = —— <n|(a'a'+aa+a'a+aa’)|n >
2mw
i (n+n+1)
= —(n+n
2mw
h
= — (2 1). 9.26
— 20+ 1) (9:26)

Dla n = 0 dostajemy znany nam juz wzor (77). A zatem korzystajac z (9.21) mozemy
wyliczy¢ wszystkie momenty przestrzennego rozktadu czastki w stanie n. Podobnie mozemy
wyliczy¢ charakterystyki pedowe stanu |[n >.
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9.4 Srednie polozenie

Wroémy do wzoru (??7). Moéwi on, ze w stanie wlasnym energii $rednie potozenie jest zero
i nie zalezy od czasu. Wezmy jednak dowolny stan

[,1) =) e n) (9.27)

Wowezas '
(), = al,ane” T < >, (9.28)

m,n

gdzie uzylismy FE,, = hw(n + 1/2). Majac na wzgledzie (9.23) otrzymujemy

I h
<m|En >= 4/ — (\/n + 10 mnt1 + \/ﬁ(gm,n—1>
2mw

@)y = Vg 2 (VAT Ta 0 + Vi a,e)
n=0

i . .
. § : * iwt * —iwt
= % \/ﬁ (a/na/n_le + an_lane )
n=1

= Z X, cos(wt + ¢;), (9.29)
gdzie wprowadziliSmy oznaczenie
hn ,
fan = X,en, 9.30
I ¢ (9.30)

Zatem potozenie (z) » oscyluje sinusoidalnie (jak w klasycznym oscylatorze).

9.5 Zmiana reprezentacji

Ale mozemy tez, przy pomocy zwiazku

o) = (2 |)

skonstruowaé funkcje falowa w reprezentacji potozen. W tym celu skonstruujmy najpierw
funkcje falowa stanu podstawowego

o(x) = (2 ]0). (9.31)

Korzystajac z faktu, ze operator a anihiluje stan podstawowy, napiszmy rownanie rézniczkowe

na ¥g:
< z]al0 > = ,/% < 1 (ac + #ﬁ) 0y = 0. (9.32)
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Zauwazmy teraz, ze:

—+00

< 7z <£+L[)> |0>:/dx’<x\ <£+Lﬁ) |2 >< 2'|0 >
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Aby otrzymaé ostatnie z réwnan (9.29) wykonaliSmy przez czesci catke z pochodnej z
d(z — 2’). Rownanie (9.29) latwo rozwiazac:

Yolz) = Ne 5", (9.34)
Jest to rzeczywiscie znana juz nam funkcja falowa stanu podstawowego oscylatora har-
monicznego (?7), gdzie N? = \/mw/7h.

Na koniec wyliczmy funkcje ¢, (x). W tym celu wygodnie jest wprowadzi¢ nowa zmi-
enng

Wowcezas

. d b L. d
"= 5(“%)’ “_\@G d&)‘

Zauwazmy, ze dzialanie operatora a' na dowolng funkcje (&) daje sie zapisaé jako

- L) pe = —yf2ee L (3 (g, (9.35)
Vi (6= ) 10 == 3k (44509)

Dwukrotne dziatanie (dT)2 sprowadza si¢ do

= <§—d%>2f(§> = pret | (- 1) 1)

- \/;(_)26§52%% (e—%£2f(g)> : (9.36)

Stad juz dalsza indukcja jest oczywista:

\/; (5 - d%) 1) = <—>"\/2§e%§j—g (¥ 5©). (9.37)
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A zatem na mocy (9.17)

1 d\" . i
Uulr) =\ o (g_d_é) Nt

1¢2 1 2 dn 2
= N3 [ (et i <e—5 ) (9.38)

. . . . _¢2 . . .
Zauwazmy, ze ostatni czton odtwarza znormalizowane z waga e ¢ /2 wielomiany Hermite’a.
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