7 Proste uklady dynamiczne

7.1 Nieskoniczona studnia potencjatu

Rozpatrzmy teraz potencjal
oo aw<-—L/2oraz L/2 < x
V(z) = . (7.1)
0 —L/2<x<L/2
Wiemy, ze wewnatrz studni ogélne rozwigzanie réwnania Schrodingera jest superpozycja
fal ptaskich

u(z) = Ae*™ + Be™™* = A'sin(kx) + B’ cos(kzx). (7.2)
Dodatkowo zauwazmu, ze hamiltonian
H= _%aa_; +V(z) (7.3)
jest niezmienniczy ze wzgledu na transformacje odbicia:
r— - (7.4)
Co oznacza, ze
u(z) — u(—z) = cu(x). (7.5)
Dwukrotne zastosowanie tej transformacji daje
u(z) = 2u(z) = ¢ = £1. (7.6)

Zatem funkcje wlasne hamiltonianu symetrycznego ze wzgedu na odbicia sg albo symetryczne,
albo antysymetryczne:

us(x) = Bcos(kx),
uqs(x) = Asin(kx). (7.7)
Nieskoriczono$é potencjatu na brzegach implikuje warunki brzegowe:
u(—=L/2) =u(L/2) = 0. (7.8)
Tylko jeden z tych warunkéw jest niezalezny. Mamy zatem dwa typy rozwiazan:

cos(kL/2) = 0=k = %(1 +2n,) = %n; gdzieny = 1,3,5. ..
sin(kL/2) = 0= k= %2(1 + 1) %n; gdzie n, = 2,4,6. . (7.9)

Zatem ogolnie
s
k=—-n n=12,3...
L
1 energia wynosi
h2k? h2r?
E,=— = 2, 7.10
2m omL2" (7.10)
Poziomy energetyczne sa skwantowane. Kwantyzacja bierze sie z warunkéw przegowych.
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8 Oscylator harmoniczny: rozwigzanie rownania Schrodingera
przez rozwijanie w szereg

Klasycznie oscylator harmoniczny to uktad, w ktérym sita dziatajaca na punkt materialny
proporcjonalna jest do wychylenia: F' = —kx (np. ciezarek na sprezynie). Sile takiej
odpowiada potencjal kwadratowy w z: V() = ka?/2. Zauwazmy, ze rozwijajac dowolny
potencjal posiadajgcy minimum w punkcie zy otrzymujemy szereg

\4@:V@@+%W@@@—%f+uw (8.11)

w ktorym znika wyraz liniowy w (x — ). Stad potencjal kwadratowy jest dobrym przy-
blizeniem dla ruchu z matg energia dla praktycznie wszystkich potencjatéw posiadajacych
minimum.

Operator hamiltona opisujacy ruch w takim potencjale dany jest wzorem:

. S| 1 /p?
H = . + ket =2 <p_ +w2mx2> ) (8.12)

m

gdzie w = \/k/m jest klasyczna czestoscia kotowa drgan oscylatora. Niezalezne od czasu
rownanie Schréodingera przyjmuje nastepujaca postac

WA Lty = By, (8.13)

Przepiszmy réwnanie (8.13) mnozac je stronami przez 2/hw:

hdzw mw 2 = 2K

. 14
mw d:U2 hww (8.14)

Aby rozwiazaé¢ rownanie (8.14) warto wprowadzi¢ bezwymiarowa zmienng £ i stalta A

zwiazang z energia I:
2E
£ =4 /= :L‘ A= (8.15)

W tych zmiennych rownanie (8.14) przyjmuje Wythkowo prosta postac:

P+ (A=) =0, (8.16)

Sprobujmy najpierw oszacowaé jak funkcja 1(§) zachowuje sie w granicy £ — +o0.
W granicy tej rownanie (8.16)

W — &% =0, (8.17)
daje sie tatwo rozwiazac: L
Y(€) = He* 2%, (8.18)
Rzeczywiscie - . -
(€)= EHEMHE, /() = £HHH 4 @He* 3, (8.19)
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Czlon bez &% w drugiej pochodnej musimy zaniedba¢, gdyz patrzymy sie tylko na czlony
wiodace w granicy £ — +o0o. Jest tez jasne, ze musimy odrzuci¢ rozwiazanie ze znakiem
+ w eksponencie, gdyz funkcja 1) musi znika¢ w 4o0.

Nastepny krok polega na uzmiennieniu statej H:

Y(€) = H(g) e 2™ (8.20)

Podstawiajac (8.20) do (8.16) otrzymujemy rownanie rézniczkowe na H(&):
H"—2¢H'+ (A—1)H =0, (8.21)
gdzie primowanie oznacza rézniczkowanie po &. Bedziemy szukaé rozwiazania réwnania

(8.21) rozwijajac H(§) wokol & = 0. Poniwaz & = 0 jest regularnym punktem réwnania
(8.21) szereg na H (&) i pochodne przyjmuje postac

H = i angn:
n=0

oo
! n—1
H = g na,&"
n=0

H' = n(n—1)a,g" % = (n+2)(n+ an28" (8.22)
n=0 n=0

Podstawiajac (8.22) do (8.21) otrzymujemy

i {(n+2)(n+ Daps2 — 2na, + (A —1)a, } " = 0. (8.23)

n=0

Przyréwnanie do zera wspotezynnikéw przy £" daje nam relacje rekurencyjng miedzy
stalymi a,,:

142n—A
n+2)(n+1)

Zauwazmy po pierwsze, ze relacja (8.24) taczy wspolezynniki o n rézniacym sie o 2. Za-
tem funkcja H (&) jest albo parzysta (symetryczna) albo nieparzysta (antysymetryczna).
Wspoétezynniki ag i a; sa na tym etapie dowolne i zostana wyznaczone z warunku un-
ormowania funkcji falowej 1. Po drugie, zbadajmy zachowanie sie rozwiazan (8.22) dla
duzych n:

. (8.24)

An42 = (

> 1+4m — A
H rz = bm 2m7 dzi bm = ™
pars.(£) 7;0 &% sdaie but = B B 1)
= 3+4m — )
Hn arz = m 2m, dzi m = - 8.25

37



Dla duzych m relacje rekurencyjne (8.25) redukuja sie do

1 1
bpi1 = —Qp, Cpyl = —Cp (8.26)
n n

co daje asymptotyke ,
H(¢) — €& dla &€ — +oo0.
Takie zachowanie w polaczeniu ze wzorem (8.20) powodowaloby rozbieznosé ¢ (&) dla

duzych &. Dlatego, aby tego unikna¢ musimy szereg (8.22) urwac¢ dla pewnego n. Wowczas
H(&) beda wielomianami stopnia n. Warunek urwania szeregu ma postac

A=1+2n, (8.27)

co ttumaczy sie na skwantowane wartosci energii

E, =hw (% + n) : (8.28)

Warunki kwantowania energii otrzymalismy tutaj, podobnie jak w przypadku studni
potencjalu, z narzucenia odpowiednich warunkéw brzegowych w nieskonczonosci. Poziomy
energetyczne sa od siebie réwnoodlegle. Przypomnijmy sobie, ze takie wlasnie zatozenie
zrobilismy wyprowadzajac wzor Plancka na gestosé energii promieniowania ciata doskonale
czarnego.

8.1 Stan podstawowy - energia drgan zerowych

Warto zwroci¢é uwage, ze w przeciwienstwie do mechaniki klasycznej, stan podstawowy
ma energie rozna od zera Fy = hw/2. Mowi sie w tym kontekscie o energii drgari ze-
rowych. Energia drgan zerowych jest efektem czysto kwantowym (jest proporcjonalna
do h). Funkcja falowa stanu podstawowego dana jest tylko przez czynnik exponencjalny
(8.20), poniewaz dla n = 0 Hy = const. Unormowana funkcja falowa ma postaé¢ funkcji

Gaussa:
e (LT
o(x) = — eXP < o7 % ) . (8.29)

(@)g=0, (=0 (8.30)

gdyz odpowiednie caltki znikaja (sa to catki z kwadratu (8.29) pomnozonego przez x, ktore
jest funkcja nieparzysta). Stad srednie odchylenia kwadratowe, zaréwno dla & jak i dla p,
redukuja sie do $rednich kwadratow tych operatorow:

Az E (@ = (@)0))y = (&),
Ap* E (D= (D)o))y = (), (8.31)

=

38



Wielkosci Az? i Ap? mozna wyliczy¢ znajac funkcje falowa stanu podstawowego (8.29):

1 1 A
Ap* = —mwh, Ar* = - — .32
p° = gmwh, Ar” = o (8.32)
i stad energia
. 1 [ Ap? 1
By = <H> = (22 e Ar?) = Shw. (8.33)
o 2\ m 2

Wielkosci Ap i Az nazywamy nieoznaczonosciami pedu i polozenia (w stanie pod-
stawowym). Zgodnie z interpretacja probabilistyczna funkcji falowej, srednie wielkosci z
operatoréow odpowiadajacych warto$ciom fizycznym sg réwne srednim wynikom pomiaréw
tych wielkosci, przeprowadzonych na uktadzie bedacym w danym stanie kwantowym (tu
w stanie podstawowym). A zatem $rednie odchylenia kwadratowe pedu i potozenia nie
moga by¢ arbitralnie male, gdyz spelniony jest zwiazek

Ax Ap = g (8.34)
Zwiazek (8.34) nazywa si¢ zasadq nieoznaczono$ci Heisenberga. Mowi ona, ze doktadnosci
pomiaréw pedu i potozenia sa ze soba zwigzane: nie jest mozliwe réwnoczesne zmierzenie
tych wielkosci lepiej niz na to pozwala zwiazek (8.34). Moznaby przypuszczaé, ze jest to
nie tyle wlasnos¢ mechaniki kwantowej, co wlasnosé funkcji falowej stanu podstawowego
oscylatora harmonicznego. Ogodlne wyprowadzenie zasady nieoznaczonosci przekona nas
wkrotce, ze w ogdlnosci

h

Az Ap > > (8.35)

a wiec funkcja (8.34) minimalizuje zasade nieoznaczonosci. 7Z drugiej strony zauwazmy,
ze ze wzgledu na niezmiernie mata warto$é numerycznag statej Plancka, zwiazki (8.34) czy
(8.35) sa istotne tylko w mikroswiecie.

Dodajmy na koniec, ze funkcja falowa, a wiec i prawdopodobienistwo znalezienia czastki
w przestrzeni rozciagaja sie¢ poza klasycznie dozwolony obszar zmiennej x.

8.2 Wielomiany Hermite’a

Podstawiajac do rownania (8.21) warunek kwantyzacji na A (8.27) otrzymujemy réwnanie
Hermite’a
H' — 2¢H! + 2nH, = 0, (8.36)

ktorego rozwiazaniami sa wielomiany Hermite’a. Zamiast postugiwaé sie bezposrednio

rownaniem (8.36) i zwigzkami rekurencyjnymi (8.24), aby znalez¢ jawna posta¢ wielomi-
anod H, warto postuzy¢ sie tzw. funkcjq tworzqcq F(&,u):

_ 2 N

F(& u) = exp (—u® + 28u) = Z T Hi(8). (8.37)

n=0
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Najpierw sprawdzmy, ze tak zdefiniowane H, speliaja rownanie (8.36). W tym celu
zrozniczkujmy F(€,u) po &

%?“) — 2uexp (—u2+2§u):2§nu—THn 1(6)
R (8:39)
i po u:
OPEN) _ g(e — aexp (—a? + 260) :zi%fﬂn(f) —nH,A(6)).
% _ Z” g%ﬂm (8.39)

Poréwnujac wspotczynniki przy jednakowych potegach u otrzymujemy uzyteczne zwiazki

H1/1 = 277,an1,
H,., = 2(H,—2nH, ;. (8.40)
7 réwnan tych mozna wyprowadzi¢ rownanie Hermite’a. Po pierwsze podstawmy pierwsze

z nich do drugiego

Nastepnie zrozniczkujmy po &:

H/

n+l

H, —2¢H, + H' =0
i zastosujmy pierwsze z rownan (8.40) ale dla H, , ;:
2(n+1)H, —2H, — 2¢H] + H! = 0.

W ten sposob otrzymalismy (8.36).
Wiele wlasnosci wielomianéw Hermite’a daje sie udowodni¢ przy pomocy funkeji
tworzacej. Jawng posta¢ H,, mozna znalez¢ rozniczkujac n-krotnie po u funkcje tworzaca

(8.37):
H,(§) = FEGu)| (8.41)

n
au u=0

7 drugiej strony, poniewaz ,
2
F(& u) = A G

8”F<€,U) _(_ \n §2 8" —(u—£)2
Gur =(—)" 8§"e .
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A zatem

2 O" 2
H,(€) = (=)t a—gbe_g : (8.42)

Warto wypisa¢ kilka pierwszych wielomiané6w Hermite’a:

Ho(€) =1, Hi(€) = 2¢, Ha(€) = 46" — 2. (8.43)

Przy pomocy funkcji tworzacej mozna tez tatwo wyliczy¢ norme funkcji falowych os-
cylatora harmonicznego. W tym celu policzmy catke

+00 +o0
/dfF(ﬁ,u)F({,w)e‘€2 = e2uw/d§ exp{—§2+2(u+w)§—(u+w)2}
_ e%w_ﬁ, (8.44)

gdzie gaussowska catke po d€ wykonalismy zmieniajac zmienne £ = & — (u + w). Rozwi-
jajac obie strony (8.44) w szereg w u 1 w otrzymujemy

/ dé H,( e =
n‘ m!
n 0
z czego wynika
+oo
/ A€ Hy(€) Hyp (&) 7€ = /720! G - (8.45)

A zatem unormowana funkcja falowa oscylatora harmonicznego ma postac:

() = (\/g 2n1n!> 1/2 H, (\/?x) exp (—%:ﬁ) (8.46)
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