5 Reprezentacje polozeniowa i pedowa

5.1 Reprezentacja potozeniowa

W poprzednim rozdziale znalezliSmy jawng postac¢ operatora Hw przedstawieniu potoze-
niowym. Co to znaczy? W przedstawieniu potozeniwym

T|x) = x. (5.1)

Stany wlasne |z) tworza uktad zupelny

I= /dx ) (x|, (&'] 2) = 6(x — o). (5.2)

Rozktad dowolnego stanu

o) = [dala) o 1v) = [dola) (o) (53)

Iloczyn skalarny

(o ) = / drde! (i |2') {2’ |2) (x ) = / drg* () (z). (5.4)
WrzieliSmy réwnanie R
i)

i pomnozylismy go przez (x| wstawiajac rownoczesnie operator jednostkowy / dx' |z") (|

(] H ) = / d' (x| H |2') (o) ) = Fo(a), (5.5)
7 (| H|o) = 6(x — 2/)HL. (5.6)

Tutaj H, jest operatorem Hamiltona w przedstawieniu potozeniowym (na ogo6t nie piszemy
indeksu ), w ktorym to przedstawieniu H jest diagonalny. Operator pedu

(a9 1) = ~ifs - (z). 5.7

Wstawmy jedynke

(alpl) = [ o’ @lplet) (o |6) = [de’ (ol o'y v 659
Poréwnujac z poprzednim réwnaniem

(x|pla'y = —ihd(x — ') 4

- (5.9)
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5.2 Przedstawienie pedowe

W przedstawieniu potozeniowym funkcja wlasna operatora pedu

—ihé%up(x) = puy(x) = wuy(z) = Ae?*/", (5.10)
W notacji Diraca
up(x) = (x p) (5.11)
Norma
+00 o
/da: Uy (7)up() = |A? /dw e P=P)2/h —orh |AP 6(p — p') (5.12)

Stad (wybieramy rzeczywisa faze)

1
A= ot (5.13)
Podobnie
400
[ vy o) = s(a ~ ). (5.14)
Zmiana bazy
) = [dnle) wia) = [do [t 1) @ 1) (o)
= / dp'[p') [ dz \/%e”"‘”/ "p(x). (5.15)
Pomnoézmy przez (p|:
0 10) = 00) = o= [ dae ) (5.16)

Przejscie od przedstawienia polozeniowego do przedstawienia pedowego: transformata
Fouriera. I na odwro6t:

W(x) = /dpe’px/h@D D). (5.17)

V2rh
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Jak wyglada operator potozenia w reperezentacji pedowe;j:

(ol &) = / dr'dz dyf (p| ) (/| 2 |2) (] ) (' 1)

=xd(z—1’)

1
da dp'e” " Ppe M (o)

= ok
~ fa {—zh%é(p p)] b))
— z’h/dp’é(p’ - p)a%,tﬁ(p’)

0
= Zha—pw( D).

6 Zasada nieoznaczonosci

6.1 Gaussowski pakiet falowy
Rozwazmy pewna sczegélng funkcje falows

+oo

dk
V2T

N(k,) eikz’

P(r) =

gdzie 1;(/{) wybierzemy jako funkcje Gaussa:

00 = o (-0,

To 2a

Funkcja ta jest unormowana (w kwadracie):

—+00

/dkz|1/)( \/_ / di exp (-W) 1

—0o0

Dla tak dobranej ¢ (k) tatwo wyliczy¢ (x):

() = %Jroojk_exp ( W +ikx) |
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PrzesledZzmy krok po kroku wyliczenie tej catki. Po pierwsze zmierimy zmienne k = k — ky
i dopetijmy do kwadratu

oo

() ethoz dr /12 + L@ ( a 2)

= exp | ——— +ikr+—a2*)exp(——=x
v Vo \/ P 2 P

_exp<2k0x a )\/;_a+ \/_ep( 1(/@ —2maa;—aa;)>

Wprowadzajac nowa zmienna ¢ = iax, argument exponenty pod catka przyjmuje postaé
(k — Ko)? 1 calka po dk na mocy wzoru (6.20) réwna jest v/2ma. A zatem

az2
P(z) =y 2= gikom, (6.21)
7r

A zatem pakiet falowy ¢(z) ma posta¢ zblizona do fali ptaskiej o liczbie falowej ko,
ale o zaleznej od polozenia amplitudzie o ksztalcie gaussowskim. Funkcja (6.21) jest

unormowana.
+00 +o0
\/§ / dw*u)wx):\/? [ et =
T T

Sredni ped dla takiego pakietu falowego wynosi

= [ (R

a Srednie odchylenie kwadratowe pedu:

k — ko)? a
2 dk (k — ko) _(E= k)TN B2
o (p) \/7ra o) exp ( Q 2

7 kolei srednie potozenie dane jest jako

—+00
« 2
:\/j/da:xe W =0,
m
—00

a Srednie odchylenie kwadratowe polozenia

+oo 1
= \/g/d:c:z:zeo‘$2 = —.
T 2a
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Zauwazmy teraz, ze

h2
o?(p)o?(z) = T (6.22)
Definiujac nieoznaczonosé pedu i nieoznaczonosé potozenia jako
Ap= ), Aw= /@)
mozemy (6.22) przepisaé jako
h
ApAx = 5 (6.23)

Zwiazki (6.22) i (6.23) nosza nazwe zasady nieoznaczonoSci Heisenberga. Ze zwiazkow
tych wynika, ze w okreslonym stanie v, ktéry tu wybraliémy jako gaussian, ped i potoze-
nie znane sg z doktadnoscia, ktorych iloczyn jest staty, rzedu A. W miare jak bedziemy
zmniejsza¢ Ap wzrasta¢ bedzie Ax. I odwrotnie, w stanie o maltym Az ped bedzie prak-
tycznie nieokreslony. Powstaje pytanie, na ile ogblna jest to zasada i na ile zalezy ona od
wyboru stanu .

6.2 Wielkosci sprzezone

Rozwazmy dwa operatory hermitowskie A i B, takie ze
[Aéyﬂd
gdzie C jest tez operatorem hermitowskim. Niech
0 =<A>;= (w,fw) ,
b=< B >,= (w,Bw) ,

gdzie 1 (7) jest unormowana funkcja falows. Zdefiniujmy opertory

da=A—a, dp=B-0b

Latwo wykazaé, ze
[SA,SB] =iC.

Rozwazmy teraz pomocnicza caltke zalezna od rzeczywistego parametru a:

I(a) = /d?’fF [(abs—ibs) w(?)| >0
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Calka ta jest zawsze dodatnia. Poniewaz operatory d4, 05 s3 hermitowskie

o) = [ @ ((ada = ids) v) (ada—iba) v
_ / &7 o {<a5,4 + z’éB) <a$A - z‘<§3> } "
_ /d?’F W {azéj + 6% —ia [SA,SB] } W
_ /d3F b {oﬂ&i +0% + ozé} 0

a?03(A) +02(B) +a < C >y> 0.

Ostatnia nieréownosé musi byé¢ spelniona dla kazdego a, a zatem wyznacznik réwnania
kwadratowego na « musi by¢ ujemny lub réwny zero:

Stad natychmiast otrzymujemy, ze

. < (C>?
o2(A)o?(B) > ——*. (6.24)
A zatem zasada nieoznaczonosci wynika z nieprzemiennosci operatoréw A i B. To czy
we wzorze (6.24) bedziemy mieli znak réwnosci, czy silnej nier6wnosci zalezy od stanu 1),
po ktorym sredniujemy. W szczegolnosci, dla operatoréw pedu i potozenia otrzymujemy
h
ApAzx > 5
Warto w tym miejscu wspomnieé¢ o innej zasadzie nieoznaczonosci wiazacej czas z
energia. Poniewaz w mechanice kwantowej czas jest parametrem i nie odpowiada mu
zaden operator, zasada ta nie daje sie wyprowadzi¢ w pokazany wyzej sposob. Wrocimy
do tego problemu w jednym z nastepnych rozdziatow.
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