4 Operatory

4.1 Podstawowe wlasnosci i definicje

Operatory a obserwable.
Operatorem na przetrzeni wektorowej V' nazywamy odwzorowanie ketu |1) w ket |p):

QLYY =1¢) - (4.1)

Podobnie jak funkcje, operatory okreslone sa w pewnej dziedzinie. Dwa operatory sa
rowne, gdy R R

Q1 |1/J> =@ |1/’>
dla wszystkich [¢) nalezacych do ich dziedzin. W mechanice kwantowej ograniczamy sie
do pewnej klasy operatorow, mianowicie do operatoréw liniowych:

Q (c1 i) + 2 [12)) = 1Q [thr) + 2Q [¢n)
gdzie c; 9 sa dowolnymi stalymi. Podobnie suma operatoréw
(@1+Q2) [¥) = Qulwd +Qu ).
Operator mozemy pomnozy¢ przez liczbe
(@) 1) = e (@)
Operatory mozemy mnozy¢
(@1Q2) 1) = Q1 (@21v)).

musimy jedank pamietac¢, aby ket |p) = Qs |1)) nalezal do dziedziny operatora Q.. Na
og6t mnozenie operatoréw nie jest przemienne:

AB +# BA.
Zdefiniujmy komutator
[21, B] — AB — BA.
Warto wymienié¢ kilka uzytecznych wtasnosci komutatorow:
[A,B] = — [B,A] , antysymetria,
[A,B+C]=[A B]+[AC], liniowosc,
1A, BC] = [A, B] O+ B[A, €], lacznose’.

Na koniec podajmy bardzo tzsamos¢, tzw. tozsamo sé Jaobiego:

[4.B].¢)+[[B.¢] 4] +][¢.4].B] =0, (4.2)
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4.2 Przedstawienie macierzowe, operatory hermitowskie

Latwo przekonaé sie, ze z wektorow bazowych w przestrzeni wektorowej V' mozna zbu-
dowac operator jednostkowy
I=>"1i) . (4.3)

i
Rzeczywiscie

Flu) = 3000 1315 = Sy 1 (1) = S ).

’L_] ]

Podobnie dla przypadku ciagtego mamy

f_/mumﬂ. (4.4)

W mechanice kwantowe] szczegolng role odgrywa operator energii zwany hamiltoni-
anem

i = S EiE) (E. (4.5)

Policzmy wielkos¢

(W H [¢) = ZE (¥ E;) (4.6)

Poniewaz (E;| 1) = a; jest amplituda prawdopodobienstwa otrzymania w wyniku pomiaru
energii uktadu w stanie [¢)) wartosci E;

(W H [¢) = ZEzp@ = (E). (4.7)

Ten wynik tatwo uogé6lni¢ na dowolny operator Q odpowiadajacy jakiej$ obserwabli,
ktorego spektrum oznaczymy przez {¢;} . Wowczas stany, dla ktorych z prawdopobierist-
wem 1 otrzymamy w wyniku pomiaru warto$¢ ¢;, oznaczamy jako |g;) i operator ma
postac

Q = Z%‘ |g:) (ai] - (4.8)

Zauwazmy, ze

Qlae) =D aila) (@il ax) = an |aw) - (4.9)
i
Jest to rownanie wlasne, ktore pozwala znalez¢ zarowno kety |q;) jak i wartosci wtasne g;.
Rozwazmy element macierzowy operatora (), ktory ma rzeczywiste wartosci wtasne
(wyniki pomiaréw fizycznych sg liczbami rzeczywistymi) miedzy stanami

= aila), lo) = b lay) (4.10)
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gdzie
(] Q ) = Zb;ai (g1 Q |g:) = beai i,
W Q1) = Za b (6 Qlg;) = > _bia qi. (4.11)

Z roéwnania (4.11) wynika K R
(Pl Q)" = ¥l Qlp) - (4.12)

Operator o takiej wlasnosci nazywamy operatorem hermitowskim. Zdefiniujmy sprzezenie
hermitowskie dowolnego operatora R:

(Pl BT [y)" = (¢ Rlp) . (4.13)

7 tego wida¢, ze opertory hermitowskie sa samosprzezone.
Pokazemy teraz, ze operatory hermitowskie posiadaja rzeczywiste wartosci wtasne i
wektory wlasne, ktore tworza ortogonalna baze. Obliczmy

(ar] Q@) = ¢ (ar |a:) oraz {(qi| Q lqr) = a (@i |ax) - (4.14)

Ze wzoru (2.38) mamy
(@ lar) = (an 1a:)"

a z hermitowskosci (4.12)

(arl Qlas) — (@il Qlan)™ = 0= (a: — ) {a as) - (4.15)
Jezeli © = k to musi by¢ ¢; = ¢ — wartoéci wlasne sg rzeczywiste. Jezeli ¢ # k to
(qr la:) = 0.
Roéwnanie (4.1)
o) = RIy) = Za;Ru

dla dowolnego operatora Rw dowolnej bazie |j) pomnozmy z lewej strony przez bra (j|
J J

Roéwnanie to definiuje elemnty macierzowe operatora R
(il R|j) = Rij. (4.17)

Woéwczas, jezeli

@) = ij 17)
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J

Zatem operatorom odpowiadaja macierze (skornczenie lub nieskoriczenie wymiarowe). Latwo
wykazaé, ze =

QR =4 Q@'Rjk.
Pamietajmy

A A\T A

(QR) — RO (4.19)

Podobnie dla transpozycji i odwrotnosci.
W zaleznosci od wyboru bazy |i) méwimy o operatorze (Q w reprezentacji |i). Do na-

jezedciej uzywanych reprezentacji naleza: reprezentacja energetyczna, potozeniowa lub pe-
dowa. Zauwazmy, ze w reprezentacji potozeniowej ,,macierz” operatora ma ciagte wzkazniki

Q = (z|Q). (4.20)

Funkcja od operatora. Mamy dana funkcje liczbowa f(z). Wowczas
f(Q) = Zf(qi) |2) (il - (4.21)
Jezeli znamy rozwiniecie w szereg Taylora funkcji f(x)
fl) = Yo,

f(Q) = Z%f”@”- (4.22)

n

Ostatnie wyrazenie ma sens, bo operatory umiemy mnozy¢. Mozna pokazé, ze z (4.22)
wynika (4.21).
Szczegdlng funkcja jest 1/z:

5=l (4.2)
Pomn6zmy

%@ - ZZ— i 3} 01 = >l =1 (4.24)

Czyli .
=0 4.25
5= (4.25)

Wyliczmy .
A fB)] = >[4 5] (4.26)
n=1



(czlon z n = 0 znika). Jezeli
HA, B] ,B} —0 (4.27)

np. [121,3] jest liczba, to
[A, B”] —n [A, B] B dla n> 1. (4.28)

Wynika to ze wzoru

~ ~

[A, Bn] _ [A, BB”—l] _ B [A, B”‘l] v [A,B] B!

Wtedy
A N PN 1 A
[A,f(B)} - [A, B] <f<1> + OB+ ( 1)'f(")B"‘1. )
n—1)!
- [A, B] q. (4.29)
dB
Pokazemy teraz, ze jesli
[A, B] ~0 (4.30)
to operatory te maja wspolny uktad stanéw wtasnych.
Ala)) = aila;y, Blb) =b;|b;). (4.31)
Czyli
|b;) = Z |@n) ot (4.32)
Rozwazmy

AB|bi) = b; A Jan) ami = b;»_ |an) anom; = b; [¥)

BA|bi) = BY  |an) anoun; = B) . (4.33)
Poniewaz AB = BA )
B i) = bi |y) (4.34)
czyli
) = clb) = ani = con;. (4.35)
Zatem
b)) = clan) . (4.36)

7 warunku unormowania ¢ = 1. Wartosci wlasne komutujacych operatoréw moga stuzyé
do kompletnego numerowania stanéow.
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