1 Wstep

Mechanika kwantowa zostata sformulowana w polowie lat dwudziestych XX wieku
jako narzedzie opisu zjawisk mikroswiata, tj. zjawisk zachodzacych na skale atomowa
i do dzis stanowi podstawowa teorie zjawisk atomowych. Bezposrednim bodzcem pow-
stania mechaniki kwantowej byt brak poprawnego opisu teoretycznego w ramach fizyki
klasycznej szeregu faktow doswiadczalnych, zgromadzonych z koricem XIX wieku. Do
najwazniejszych zaliczy¢ nalezy (oprocz oczywiscie promieniowania atomow):

e promieniowanie ciata doskonale czarnego,

o cfekt fotoelektryczny,

o efekt Comptona.

Okazalo sie, ze energia jest emitowana (badz absorbowana) nie w sposob ciagty, jak
tego wymaga opis klasyczny, ale porcjami, czyli kwantami. Stad wziela sie zreszta
nazwa mechanika kwantowa. Oczywiscie fakt emisji energii porcjami wymaga ist-
nienia porcji minimalne;j (inaczej mozliwa bylaby emisja ciagla), a wiec statej przy-
rody, ktora okresla wartos¢ energii owej porcji minimalnej. Ta nowa, odkryta na
poczatku stulecia stata, jest tzw. stata Plancka:

h = 6.626075510 x 1073 J.s = 6.626075510 x 107%" erg-s. (1.1)

Warto zwréci¢ uwage na to, jak matla jest to liczba. Ma ona wymiar dziatania
(energia-czas). Podniesieniu 1 kg cukru na wysokos¢ jednego metra w czasie 1 sekundy
odpowiada w przyblizeniu dzialanie 1/10 J-s. Zatem o istnieniu minimalnej porcji
energii w zyciu codziennym mozna catkowicie zapomnie¢. Dopiero badajac zjawiska,
dla ktorych typowe warto$ci dziatania sa poréwnywalne z h, ujawnia sie istnienie
porcji podstawowej i mechanika klasyczna przestaje sie stosowaé. Rozumowanie to
mozna odwrdécié: jesli w mechanice kwantowej formalnie wykonaé przejscie graniczne
h — 0, to prawa kwantowe powinny si¢ zredukowa¢ do praw mechaniki klasycznej.
Jest to tresé sformutowanej przez Nielsa Bohra tzw. zasady korespondencji.

Druga ideg teoretyczna jest tzw. dualizm korpuskularno falowy. Okazuje sie, ze
niektore doswiadczenia dotyczace promieniowania elektromagnetycznego, ktore zgod-
nie fizyka klasyczng ma charakter falowy, mozna wytlumaczy¢ jedynie zaktadajac,
ze promieniowanie to sktada sie ze strumienia czastek, tzw. fotonow (efekt fotoelek-
tryczny). Z kolei strumienie czastek, np. elektronow, wykazuja charakter falowy (np.
zjawisko dyfrakcji). Ta ostatnia idea pochodzi od Lousia de Broglie’a.

Wspomniane wyzej idee teoretyczne zaowocowaly w latach dwudziestych pow-
staniem pelnej, matematycznie poprawnej teorii — mechaniki kwantowej, sformuto-
wanej niezaleznie przez Erwina Schrodingera i Wernera Heisenberga. Teoria ta dawata
nie tylko jakosciowe, ale takze ilosciowe wyttumaczenie zjawisk atomowych.

Poczatek wieku XX to takze powstanie szczegdlnej i ogoblnej teorii wzglednosci
Alberta Einsteina. Szczegdlna teoria wzglednosci jest w gruncie rzeczy kinematyczna



konsekwenja prostego faktu doswiadczalnego: stalosci predkosci swiatta c. Stynny
wz6r Einsteina:
E? = m?c* + p2c? (1.2)

podaje zwiazek miedzy energia a pedem i masa spoczynkows czastki swobodnej. Jest
to zwiazek miedzy kwadratem energii a kwadratem pedu, gdy tymczasem zwiazek

klasyczny:
=9

E = §—m + const. (1.3)

wiaze liniowo kwadrat pedu z energia. Mechanika kwantowa Schrodingera i Heisen-
berga nie respektuje zaleznosci (1.2) i z tego wzgledu jest teoria nierelatywistyczng.
Sformutowanie teorii kwantowe]j respektujacej zwiazek Einsteina udato sie Paulowi
Dirakowi. Roéwnanie Diraka ma dwie niestychanie wazne konsekwencje: pojawienie
sie spinu, ktory w nierelatywistycznej mechanice kwantowej trzeba byto wprowadzaé
,rekami” oraz przewidzenie istnienia antyczastek.

Inng konsekwencja szczegodlnej teorii wzglednosci jest to, ze oddzialtywania nie sg
natychmiastowe. Rzeczywiscie, na przyktad zmiana potozenia jadra jest "wyczuwana”
przez elektron po bardzo krotkim, ale jednak skoriczonym czasie. Ten aspekt teorii
Einsteina nie jest zawarty w rownaniu Diraka, ktore jest w gruncie rzeczy rownaniem
czastki swobodnej. Dalszym uogélnieniem relatywistycznej mechaniki kwantowej,
ktore bierze pod uwage i ten aspekt teorii wzglednosci jest relatywistyczna teoria
pola.

Wspotcezesne sformutowanie mechaniki kwantowej zawdzieczamy Richardowi Feyn-
manowi. Jest to podejscie oparte o matematyczny formalizm tzw. catek po trajekto-
riach, ktory znajduje takze zastosowanie w kwantowej teorii pola.

Cecha odrozniajaca mechanike kwantowa od klasycznej, na ktorej Feynman opart
swoj formalizm, i ktora ma daleko idace konsekwencje rachunkowe i interpretacyjne
jest probabilistyczny charakter mechaniki kwantowej.

2 Prawdoodobienstwo i amplitudy
prawdopodobienistwa!

2.1 Prawdopodobienstwo

Dla zjawisk powtarzalnych prawdopodobienstwo zdarzenia A mozna okresli¢ jako
na~paN (2.1)

gdzie N jest catkowita liczba prob (np. rzutow kostka), a na jest liczba przypadkow, w
ktorych zaszto zdarzenie A (np. liczba rzutow kostka, w ktorych wyszta jedynka). Dla
skoniczonych N stosunek n 4 /N fluktuuje z N. Prawdopodobienstwo p4 natomiast jest
liczba < 1, ktora nie zalezy od N. We wzorze (2.1) prawdopodobienstwo p4 nalezy
wybraé¢ tak, aby te fluktuacje malaly ze wzrostem N.

1Za wykladami Jamesa Binney i Davida Skinnera, Merton College, Oxford.



Czesto mamy do czynienia ze zdarzeniami zlozonymi. Jesli A jest zdarzeniem,
ze rzucajac kostka biala uzyskamy 1, a B ze kostka czerwona pokaze 5, to zjawisko
AB (rzucamy dwie kostki, kostka biata pokazuje 1 i kostka czerwona 5) zachodzi z
prawdopodobienistwem

p(AiB) = pa.p = paps- (2.2)
Wzér (2.2) jest prawdziwy, tylko gdy zdarzenia A i B sa niezalezne (wynik rzutu
kostka biata nie wptywa na wynik rzutu kostka czerwona).

W jednym rzucie kostka mozliwy jest tylko jeden wynik. Dlatego otrzymanie 1
w rzucie kostka biata (zdarzenie A) wyklucza otrzymanie 2 (zdarzenie C); A i C sa
zdarzeniami roztgcznymi. Prawdopodobienistwo, ze w rzucie bialtg kostka otrzymamy
1 lub 2 jest suma

p(AlubB) = PA+B = PA + DB (23)

W rzucie kostka mamy n = 6 mozliwych zdarzen: otrzymanie 1 lub 2 lub ... lub
6. Poniewaz nic innego nie moze si¢ sta¢, prawdopodobienistwo

p(1lub2lub3...lubn) =1 = Zpi. (2.4)

Jezeli wszytkie wyniki sa jednakowo prawdopodobne

pi = n (2.5)

2.2 Wartos$é oczekiwana

Zmienna losowa x to wielkos¢, ktora mierzymy, a waros¢ ktorg otrzymujemy w wyniku
pomiaru pojawia sie z pewnym prawdopbobieristwem. Pozostajac przy przyktadzie
dyskretnym (rzuty kostka), zmienna losowa z; moze przyjmowaé wartosci od x; = 1
do xg = 6. Wartosé oczekiwana zdefiniowana jest jako:

= szpz (2.6)

Dla zdarzen powtarzalnych, srednia warosé¢ T uzyskana w N probach dazy do (z) gdy
N jest bardzo duze.

Dla dwoch (lub wiecej) zmiennych losowych, = oraz y, niech p;; bedzie praw-
dopodobienistwem, ze w pmiarze x otrzymamy wynik x;, w pomiarze y wynik y;.
Wartosé oczekiwana sumy wynosi

<J} + y) = Z (xz + y] Dbij = szpw + Zyjng
- szZm + Zyy pr (2.7)

Ale Y ; Pij Jest prawdopodobieritwem otrzymania z; bez wzgledu na to jaki jest wynik

pomiaru y. Zatem
pr P me P, (2.8)



czyli
(z+y) = (x) +{y). (2.9)

Wartosé oczekiwa sumy dwoch zmiennych losowych jest suma ich wartosci oczeki-
wanych, bez wzgledu czy sa to zmienne losowe niezalezne.
Miara fluktuacji zmiennej losowej jest wariancja:

((@—(2))") = (®) = 2(x (@) + ((2)") = () — (2)". (2.10)

2.3 Amplitudy prawdopodobienistwa

Wiele dziedzin naukowych postuguje sie rachunkiem prawdopodobieristwa, ale mecha-
nika kwantowa odréznia sie od nich sposobem, w jaki wylicza sie prawdopodobienstwa.
Bowiem tylko w mechanice kwantowej prawdopodobienstwo p jest dane jako kwadrat
modutu pewnej liczby zespolonej A zwanej amplituda prawdopodobienstwa:

p=IAP. (2.11)

Rysunek 1: Eksperyment z dwoma szczelinami.

W mechanice kwantowej omowione powyzej wlasnosci prawdopidobienistwa prze-
nosza sie na amplitudy, co pociaga za soba pojawianie si¢ nowych zjawisk, ktore nia
maja analogii w fizyce klasycznej. Przypu$émy, ze pewne zjawisko moze zaj$é na
dwa roztaczne sposoby s; lub ss , z ktorych kazdy opisany jest amplituda prawdopo-
dobieristwa A(sy) oraz A(sy). Dla ustalenia uwagi, rozwazmy dziato elektronowe, z
ktorego wystrzeliwujemy elektrony w kierunku ekranu E. Przed ekranem w odlegtosci
L znajduje si¢ przestona z dwoma szczelinami 57 5. Rozumujac klasycznie, elektron
wystrzelony z dziata moze dostac sie do ekranu albo przez szczeline Sy (trajektoria s),
albo przez szczeline Sy (trajektoria s;). Kwantowo amplituda prawdopodobieristwa,
ze elektron dotart do ekranu ktoérakolwiek droga wynosi:

A(sylubsy) = A(sy) + A(sz). (2.12)



Ta zasada zastepuje zasade dodawania prawdopodobienstw (2.3). Jest ona jednak
sprzeczna z rownaniem (2.3) gdyz prawdopodobienistwo dotarcia elektonu do ekranu
nie jest suma prawdopodobinstw przejscia przez szczeline S; i S;. Rzeczywiscie:

p(s1lub sy) = |A(sy lub 82)|2 = |A(s1) + A(32)|2
= [A(s1)* + | A(s2)]” + (A" (51) A(52) + A51)A"(52))
= p(s1) + p(s2) + 2Re (A*(s1)A(s2)) - (2.13)

Ostatni czton 2Re (A*(s1)A(s2)) odréznia wynik klasyczny od kwantowego. Za-
uwazmy, ze zalezy on od wzglednej fazy amplitud A(s;) i A(sz), pdczas gdy w p(sq)
i p(s9) fazy nie wystepuja. Rzeczywiscie, jesli

A=|Ale?
mamy

(A*(s1)A(s2) + A(s1)A*(s2)) = |A(s1)] |A(s2)] [ei(w(52)—s0(51)) + e—i(sO(52)—so(81))}
= 2[A(s1)] |A(s2)| cos(ip(s2) — @(s1))- (2.14)

Czlon ten jest odpowiedzialny za kwantowa interferencje. Zauwazmy, ze czton inter-
ferencyjny pojawia sie tylko wtedy, kiedy nie wiemy, przez ktora szczeline przeleciat
elektron.

Sprobujmy zastanowié sie, jak wyglada rozktad prawdopodobieristwa znalezienia
elektronu w zmiennej x wzdtuz ekranu F. Oznaczajac odpowiednie prawdopodobien-
stwa indeksami 1 lub 2 mamy

p(x) = pi(x) + pa(z) + (),
I(z) = 2+/p1(7)p2(7) cos(p1(x) — pa(7)). (2.15)

Cho¢ nie dysponujemy jeszcze formalizmem, zeby wyliczy¢ p(x), to mozna przyjac, ze
prawdopodobieristwa p; o(x) sa funkcjami ,wypikowanymi” wokot klasycznego obrazu
szczelin na ekranie E, tak jak to przedstawia rysunek 2. Suma prawdopododobienstw
jest wiec funkcja o 2 maksimach.
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Rysunek 2: Prawdopodobienstwo jako suma dwoch funkcji Gaussa .



Z kolei, aby wyliczy¢ czton interferencyjny, musimy zatozy¢ cos o zaleznosci faz
w12 od z. Jak sie przekonamy, zaleznos$¢ ta z dobrym przyblizeniem jest liniowa.

Zatem
I(x) = 2+/p1(x)p2(x) cos(ax), (2.16)

gdzie stata o zalezy od energii i masy wystrzeliwanych czastek, odlegtosci ekranu od
szczeelin itd. Okazuje sie, ze dla rozsadnych wartosci tych wszystkich parametrow
typowa odleglto$é¢ miedzy maksimami oscylujacej funkeji I(z) dla dziata elektronowego
jest rzedu utamkow milimetra, zag dla zwyktej strzelby na , klasyczne” naboje, odlegtosé
ta jest niewyobrazalnie mata, rzedu 1072 m! Sytuacja ta jest przedstawiona na ry-
sunku 3.
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Rysunek 3: Czton interferencyjny: z lewej przypadek kwantowy z prawej klasyczny .

Dodajac czlon interferncyjny do sumy prawdipodobienstw p;(x) + po(z) otrzymu-
jemy rozktad pokazany na rysunku 4. A zatem czlon interferencyjny jest wyraznie
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Rysunek 4: Prawdopodobienstwo z cztonem interferencyjnym: z lewej przypadek
kwantowy z prawej klasyczny .

widoczny zaréwno dla przypadku z elektronami jak i ze zwyklymi kulami. Jednakze
w przypadku klasycznym oscylacje sa tak geste, ze nie jestedmy w stanie ich zaob-
serwowaé, gdyz rozdzielczos¢é aparartury pomiarowej jest rzedy wielkosci wicksza niz



okres oscylacji. W rzeczywistosci mierzony rozklad jest $rednig

1 x40
poslz) = g5 [ da'p(@) (2.17)
=48
gdzie ¢ jest rozdzielczoscia aparaturowa. Wynik takiego usrednienia jest pokazany na

rysunku 5. Widzimy, ze dla przypadku kwantowego takie usrednienie praktycznie nie
zmienia rozkladu prawdopodobieristwa p(z) (krzywa czerwona) i mamy

Pexp () = p(x). (2.18)

Natomiast w praypadku kwantowym usrednianie praktycznie catkowicie wyzerowuje
czton interferencyjny, tak ze

pexp<5€> :pl(x) +p2($). (219)
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Rysunek 5: Usrednione rawdopodobienistwo z cztonem interferencyjnym: z lewej przy-
padek kwantowy (czerwona linia bez usrednienia), z prawej klasyczny.

2.4 Stany kwantowe

7 kazdym pomiarem wykonanym nad uktadem fizycznym stowarzyszone jest spek-
trum: mozliwe wyniki dla danej wielkosci, np. energia, ped, potozenie, moment pedu,
itp. Mozliwe wyniki moga przyjmowaé¢ wartosci dyskretne lub ciggte. Np. rzut spinu
na o$ z moze by¢ £1/2, wspotrzedna x zmienia sie w przedziale (—oo, +00). Z kazdym
mozliwym wynikiem pomiaru stowarzyszona jest amplituda prawdopodobienstwa.
Zatem w mechanice kwntowej system fizyczny jest scharakteryzowany przez zbior
amplitud, uktad klasyczny natomiast scharakteryzowany jest przez wartosci wielkosci
fizycznych.

Aby opisa¢ stan kwantowy musimy, po pierwsze wybraé¢ zespdl obserwabli fizy-
cznych, ktore w sposob kompletny charakteryzuja badany uktad, a po drugie muisimy
znalezé spektrum dla tych wielkosci fizycznych. W mechanice kwantowej nie jest oczy-
wiste, jak zrealizowaé pierwszy postulat, gdyz nie wszystkie wielkosci fizyczne, ktore



mozna klasycznie zmierzy¢, da sie¢ uzy¢ do scharakteryzowania uktadu kwantowego.
Klasycznie np. mozemy jednocze$nie zmierzy¢ potozenie czastki i jej ped, kwantowo
natomiast — jak sie wkrotce przekonamy — ped i polozenie nie daja sie jednoczesnie
wyznaczyc.

Zatozmy, ze udato nam sie spetni¢ powyzsze postulaty. Wowcezas stan uktadu,
ktory za Dirakiem oznaczymy wielkoscig zwana ketem

[¥)

nalezy rozumie¢, jako zbiér wszystkich amlitud a;, ktore okreélaja nam prawdopo-
dobienstwo otrzymania wyniku A; przy pomiarze wielkosci A na stanie [¢). Jezeli
uktadem fizycznym jest np. czastka w studni potencjatu to wielko$ciami A; = F; moga
by¢ dozwolone energie uktadu, albo potozenie czastki. Wowczas amplitudy a; = a(E;)
okreslaja prawdpodobienistwo, ze energia czastki wynosi E;, albo a, = a(z) sa am-
plitudami prawdopodobienstwa, ze czastka jest w punkcie x. Ten przyktad pokazuje,
ze spektra moga by¢ dyskretne, lub ciagte. Mozemy tez opisa¢ uktad amplitudami
zwiazanymi z wartosciami pedu, momentu pedu, spinu itd. Ket |¢)) zawiera w sobie
wszytkie informacje o stanie kwantowym, niezaleznie od tego jaki konkretny zbior
amplitud wybierzemy do jego opisu. Jedli juz zdecydujemy sie na jaki§ konkretny
wybor, wowczas mozemy mysleé¢ o stanie kwantowym jako o wektorze (skoriczonym,
,hieskonczonym”, badz ,ciaglym”):

a1
5]

W)= .| (2.20)
an
Kety spelniajg zasade superpozycji:
3) = |¢1) + [tha)

jesli stany |¢1) 1 [1)2) moga by¢ osiagniete na dwa rozne (roztaczne) sposoby, a my
tego nie obserwujemy. Kety mozna mnozy¢ przez liczby zespolone

[¢) = al),

co oznacza, ze wszyskie amplitudy mnozymy przez «. Zatem kety tworza przestrzen
wektorowq V. W kazdej przestrzni wektorowej mozna wybraé¢ baze. Baza jest to zbior
liniowo niezaleznych wektorow |i), takich ze kazdy wektor mozna zapisa¢ jako

0) =Y aili). (2.21)

W reprezentacji (2.20) wektory bazowe wygodnie wybraé jako wektory kolumnowe o
1 na ¢-tym miejscu:

i) = 1 — i-ta pozycja (2.22)



W teorii przetrzeni wektorowych istnieje pojecie przestrzeni sprzezonej V'. W
zwyklej, euklidesowej 3-wym. przestrzeni V' jest nierozroznialna od V. Przetrzen V'
wygodnie sobie wyobrazi¢ jako przestrzen wektoréw sprzezonych i transponowanych
(bra):

(Wl=1[af a5 ... ai]. (2.23)

Przestrzen sprzezona V' wygodnie jest interpretowac, jako przestrzen zespolonych
funkeji liniowych na przestrzeni V. Niech bra (f| bedzie taka funkcja. Wowczas
przez (f| ) oznaczamy wynik dziatania funkcji f na ket [¢0). Liczbe zespolona
(f| ) (amplitude prawdopodobienistwal) w ,normalny” sposéb zapisaliby$my jako
f(¥), a w zasadzie (konwencja) f*(1)). Poniewaz funkcje (f | sa liniowe:

(f Hal)+B819)} = alfl¥) +B(f]¢). (2.24)
Podobnie
(h|=(f1+{g] (2.25)
(W) =(f 1)+ {9l ). (2.26)
I analogicznie
(gl=alf| = {gld)=alf|v). (2.27)

Poniewaz zdefiniowalisémy dodawanie i mnozenie funkcji ( f | przez stala zespolona,
tym samym zdefiniwaliSmy dotaczona przestrzenn wektorowg V'. Teraz pokazemy, ze
ma ona wymiar taki sam jak przestrzen V', co uzasadnia zapis (2.23). W przestrzeni V'
mamy n wymiarowa baze {|i)}. Funkcja (f | jest w palni zdefiniowana przez podanie
n liczb (f | i). Rzeczywiscie

(F19) =Y ailf 1. (2.28)

Zdefiniujmy n funkcji (j| poprzez zbior rownan:
(J 14) =dji. (2.29)

Korzystajac z (2.29) i z (2.21) mozemy wyliczy¢ dziatanie funkcji (j| na dowolny ket
|1). Rozwazmy teraz kombinacje liniowa

n

(gl = _(f 13) Gl (230)

j=1
poniewaz dla kazdego [i)
(gl i) ={f 1) (2.31)
a co za tym idzie
(gl ={f 1. (2.32)

Przestrzenie V' i V maja zatem ten sam wymiar.
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Uzywajac (2.29) mozemy powiedzie¢, ze (i| jest sprzezone do |i). Te definicje
sprzezenia mozemy rozciagnac¢ na dowolny wektor [1):

= Za i) wtedy (¢] = Za; (i (2.33)

Obliczmy dziatanie funkcji (1| na ket |))

(] ) = Z|az > 0. (2.34)

Zatem dla kazdego 1) liczba (1| 1) jest nieujemna i znika tylko wtedy gdy wszystkie
a; = 0, co oznaczamy [¢)) = 0. Liczbe (| ¢) nazywamy dlugoscia (norma) wek-
tora |1)). W zasadzie norma powinna byé réwna 1 (|a;|*> to prawdopodobienstwa),
ale czesto wyliczamy amplitudy, ktore nie sa poprawnie znormalizowane. Rownanie
(2.34) pozwala na unormowanie dowolnego wektora niezerowego:

¢>_;W|i> =  (@|¢) =1 (2.35)

Uogolniajac relacje (2.34) na dwa rézne wektory

) = aili), 16) =D bili (2:36)

i
mamy

(¢l v) = Zb*az, (Wl o) = aibi (2.37)

czyli
(W] ¢) = (gl ¥)". (2.38)

Rownanie (2.37) pokazuje, ze obliczenie liczby zespolonej (| ¢) jest w $cisle]
analogii z iloczynem skalarnym wektoréw. Rownanie (2.38) pozwala takze na zapis
funkcji:

(flo) =1 ()
(W[ f) = f(®) zamiast ¢*(f). (2.39)

Wybér bazy podyktowany jest fizyka. Np. stany o okreslonej energii F;. Jesli
uktad jest w stanie stanie |i), i dokonamy pomiaru energii, to z prawdopodobienstwem
1 (czyli na pewno) otrzymamy wynik £;. Dlatego czesto stodujemy notacje

i) — |E;). (2.40)

Kazda sensowna teoria musi dawa¢ wyniki powtarzalne. Jezeli powtérzymy drugi
raz pomiar energii, musimy dosta¢ znowu wynik F;. Pomiar energii uktadu, ktory
jest w stanie |E;) nie zmienia tego stanu.
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A co sie dzieje, jezeli uktad jest w stanie
) = Zai |E7) - (2.41)

Wowczas, w wyniku pomiaru energii mozemy otrzymac kazda z dozwolonych energii
E; z prawdopodobienistwem |a;|>. Jedli juz jednak otrzymamy konkretna wartosé
E;, to przy nastepnym pomiarze dostaniemy na pewno znowu F;. Czyli w wyniku
pomiaru stan [¢)) zmienia sie (kolapsuje) do stanu |E;):

1) = |Ei) - (2.42)

pomiar, wynik: FE;

Jest to jeden z najtrudniejszych probleméw interpretacyjnych w mechanice kwan-
towej, gdyz kolaps nastepuje w calej przestrzeni, a zatem w jej fragmentach niepow-
igzanych przyczynowo.

Innym przyktadem bazy sa stany |z). Jezeli uktad znajduje sie w stanie |z) to w
wyniku pomiaru potozenia dostaniemy z z prawdopodobienstwem 1. Woéwczas

W =Yal) =)= [t = (@@l . @)
W ostatnim kroku amplitudy prawdopbodobienistwa oznaczylismy
a, = P(z). (2.44)
Warunek normalizacyjny
(ji)y=0; = (&' |z) =68(a" —x) =d(x — ). (2.45)

Fuunkcja §(z" — z) zwana funkcja delta Diraca jest tak naprawde dystrybucja, czyli
obiektem, ktory ma tylko sens pod calka:

—+00

/ de' 6(z' — x) g(2) = g(z) (2.46)

—00

gdzie g jest zwykla funkcja.
Korzystajac z (2.45) mozemy obliczy¢

@lv) = [ar v @lel) = [dav@)so =) =v(@). (247)
Amlituda ¥ (z) = (x 1)) ma szczegdlne znaczenie w mechnice kwantowej i nazywa

sie ja funkcjq falowq. Jedli uktadem fizycznym jest czastka poruszjaca sie w potencjale,
W(JU)]2 jest prawdopodobienistwem znalezienia czastki w punkcie x. Zatem

/daz (@) = 1. (2.48)
Funkcje falowe musza by¢ catkowalne w kwadracie.
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2.5 Dodatek: funkcja 0 Diraka

Dystrybucje §(z) mozna rozumie¢ jako granice pewnych ciagéow funkeyjnych. Dobrym
przyktadem jest ciag

(2.49)

Rysunek 6: Wykres funkcji sin kR/k dla mal ego R (linia czerwona) i dla duzego R (lina niebieska).

Warto narysowaé¢ wykres funkcji dg(k) = 2sin Rk /k dla roznych R. Widzimy, ze
w miare jak R dazy do nieskoriczonosci wartosé funkeji dg(k) w zerze dazy do oo, a
podstawa Ax = 27/R dazy do zera. Latwo sie przekonaé, ze catka z dg(k) pozostaje
jednak stata

+oo 1 +00 W R
sin Rk
/d/€53(l€>:;/d/€R T

Wprowadzajac nowa zmienng £ = Rk otrzymujemy, ze

+0o0 “+oo .
/d%53(/€) - %/d& S”gf ~ 1.

Calka ta nie zalezy od R. Aby wykazaé, ze jest rowna 1 rozwazmy catke z funkcji
analitycznej f(z) podzielonej przez z po konturze C, ktory sklada sie z duzego tuku o
promieniu R, odcinka (— R, —r), malego tuku o promieniu r i odcinka (r, R) w granicy
r — 01 R — oco. Wewnatrz konturu C' nie ma osobliwosci WiQC

PR PRy P I P

Znak przy C. jest ujemny ze wzgledu na kierunek obiegu. Zatozymy, ze f(z) znika w
nieskoriczonosci, wtedy catka po Cg znika. Z kolei catka po C) wynosi:
li Wde . i@f(T ei@) _x f(())
lim iret s g =im )
0
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Definiujac catke od —oo do +00 w sensie wartosci gtownej mamy:
+oo
P / PRAC (2.50)
z
Podstawiajac za f(z) = € i poréwnujac czesci urojone (2.50) otrzymujemy

—+00

sinx
/dm = mcosO0=m,
x

—00

gdzie opuscilismy symbol P, poniewa sinx /z nie ma osobliwosci. Stad catka z ¢
Diraka

+oo +o0 +o0o
/ dro(x) = lim [ didn(e) = / de 3125 (2.51)

Jest to podstawowa cecha funkcji & Diraka: catka po osi rzeczywistej wynosi 1.
Funkcja §(z) Diraka scatkowana z dowolna funkcjq probng g(x) daje wartosé g(0).
Rzeczywiscie, dla reprezentacji (2.49)

+00 +oo

[ drsw)g) = 1 fim [ do T g
J. 4
= A d§8125 3
oo .
—g0) [ de
= g(0). ) (2.52)

Powyzszy dowod nie jest w pelni Scisty, poniewaz dos¢ beztrosko zamieniliSmy
kolejno$¢ przejscia granicznego z R — oo i catke po dr. Wynik ten jednak mozna do
tatwo zrozumie¢ intuicyjnie. W miare jak R rosnie, wktad do catki pochodzi tylko z
waskiego obszaru wokot x = 0, gdzie funkcja g(x) w poréwnaniu z dg(x) jest prawie
stata: g(x) ~ ¢(0) i mozna ja wyciagna¢ przed calke, ktora na mocy (2.51) roéwna
jest 1.

Zauwazmy, ze

1 in R 1 i
= gim 22 D iy [ dreine (2.53)
T R—o0 K 2T R—oo
-R
Czyli, przy okazji udowodnilismy, ze
1
I(k) = Py / dx e'"™". (2.54)



