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1. Wzór Bakera-Campbella-Hausdorffa
Udowodnić, że dla dwóch niekomutujących operatorów A i B zachodzi

eA eB = eC , (1)

gdzie

C = A+B +
1

2
[A,B] +

1

12
{[A, [A,B]]− [B, [A,B]]} − 1

24
[A, [B, [A,B]]] + ...

W tym celu rozpatrzyć operator C(t) zdefiniowany jako

eC(t) = eAetB

i wyprowdzić równanie różniczkowe jakie spełnia C(t).
W tym celu udowodnić wzór na pochodną eksponenty z operatora C(t):

d

dt
eC(t) =

∫ 1

0

dτ eτC(t)Ċ(t) e(1−τ)C(t) =

∫ 1

0

dτ e(1−τ)C(t)Ċ(t) eτC(t). (2)

Następnie zdefiniować operator ∆X , gdzie X jest pewnym operatorem, a działanie ∆X

na dany operator Y dane jest jako:

∆X Y = [X, Y ]. (3)

Jest to wygodny zapis komutatora, gdyż można łatwo (formalnie) zapisać operator od-
wrotny. Proszę pokazać:

eAB e−A = e∆AB = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] + ... . (4)

W tym celu należy zdefiniować

B(τ) = eτAB e−τA z B(0) = B, (5)

napisać równanie różniczkowe na B i rozwiązać je.
Korzystając z własności (4) pokazać, że:

Ċ(t) =
∆C(t)

1− e−∆C(t)
B =

e∆C(t) ∆C(t)

e∆C(t) − 1
B. (6)

Aby scałkować ten wzór po t należy dokonać rozwinięcia

Ċ(t) =

[
1 +

∞∑
n=1

(−)n+1

n(n+ 1)
(z − 1)n

]
B ,

gdzie
z = e∆Aet∆B

i całkować wyraz po wyrazie.
Wyprowadzenie to można znaleźć w dodatku D podręcznika J.M. Normanda ”Rota-

tions in Quantum Mechanics”.


