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1. Prosz¾e przeczytác rozdzia÷y 10-1, 10-2 z podr¾ecznika Feynmana i Hibbsa.

2. Funkcja rozdzia÷u Z zde�niowana jest jako:

Z =
Z
dx �(x; x; �);

gdzie macierz g¾estósci jest euklidesow ¾a form ¾a propagatora K:

�(x2; x1; �) = K(x2; x1;�i~�):

Wyliczýc funkcj¾e rozdzia÷u dla cz ¾astki swobodnej i dla oscylatora harmonicznego.

3. Przy pomocy macierzy g¾estósci dla oscylatora harmonicznego wyliczýc średnie x2,
a tak·ze średni ¾a energi¾e ca÷kowit ¾a i średni ¾a energi¾e kinetyczn ¾a. Prosz¾e wyliczýc te
same wielkósci korzystaj ¾ac z formu÷y Boltzmanna.

4. Calculate partition function for a harmonic oscilator under the in�uence of an ex-
ternal force 
(�), where � is a Euclidean time. Assume ~ = ! = m = 1. The exact
result reads:
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Show that in a limit � !1
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1A :
In order to derive these equations use known expression for K(x; x0; T ) and replace
t! �i� . Then perform the integral over dx for x0 = x.

Polaron (na środ¾e).

5. Oddzia÷ywanie elektronu z sieci ¾a krystaliczn ¾a opisujemy przy pomocy hamiltonianu:

H =
~p2
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gdzie ~p jest p¾edem elektronu a opeatory ay~k; a~k opisuj ¾a pod÷u·zne wzbudzenia sieci
(polaron). Potencja÷oddzia÷ywania dany jest wzorem
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gdzie � jest sta÷¾a materia÷ow ¾a.



6. Po÷ó·zmy ~ = ! = m = 1. Wprowadzaj ¾ac zmienne
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pokazác, ·ze hamiltonianowi (1) odpowiada euklidesowy lagran·zjan
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7. Uzasadníc, ·ze funkcja rozdzia÷u dana jest wzorem
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gdzie _x = p. Poniewa·z (4) w zmiennych q jest w istocie lagran·zjanem wymuszonego
oscylatora z si÷¾a
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prosz¾e zapisác wynik ca÷ki po dq(0) korzystaj ¾ac z wyniku zadania z poprzedniego
zestawu.

Aby oszacowác energi¾e polaronu skorzystamy z zasady wariacyjnej:

E � E0 �
1

�
hS � S0iS0 ; (7)

gdzie wariacj¾e przeprowadza si¾e wybieraj ¾ac S0. Z praktycznych powodów wybierzmy
S0 jako swobodne dzia÷anie elektronu.

8. Pokazác, ·ze
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9. De�niujemy I(�)
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Pokazác, ·ze wprowadzaj ¾ac now ¾a si÷¾e

~f(�) = i~k (� (� � t)� � (� � s)) : (10)

I(�) jest dana jako ca÷ka po trajektoriach

I(�) �
�Z
0

dt

tZ
0

ds
e�(t�s) + e��+(t�s)

1� e��
1

2�2

Z
d3~k

k2

~r(�)=~xZ
~r(0)=~x

D [~r(�)] e
�

�R
0

d�
h
1
2
d~r
d�

2� ~f(�)~r(�)
i
:

(11)



10. Prosz¾e wyliczýc wyst¾epuj ¾ac ¾a w (11) ca÷k¾e po trajektoriach zauwa·zaj ¾ac, ·ze opisuje
ona ruch swobodnej cz ¾astki, za wyj ¾atkiem punktów � = t; s. Do jej wyliczenia
mo·zna zastosowác metody funkcji Greena. Pokazác, ·ze ostatecznie otrzymujemy
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11. Prosz¾e pokazác, ·ze wykonuj ¾ac w (12) ca÷k¾e po d3~k otrzymujemy
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12. Prosz¾e wykonác ca÷k¾e
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po ds i dt wprowadzaj ¾ac zmienne

x = t� s; y = 1

2
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i korzystaj ¾ac z symetrii x$ 1� x. Pokazác, ·ze ostatecznie
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gdzie I0 jest funkcj ¾a Bessela.

13. Podác oszacowanie energii polaronu dla du·zego �.


