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1. Wyznacznik instantonowy. Celem tego zadania jest wyliczenie jawnym rachunkiem
czynnika

K ′ =
det′

(
− d2

dτ2
+ V ′′(x̄(τ))

)
det
(
− d2

dτ2
+ 1
) ,

gdzie potencjał V (x) ma postać: V (x) = κ(a2 − x2)2 z κ = 1/ (8a2). Prim przy
wyznaczniku oznacza, że z wyznacznika wyrzucamy zerową wartość własną, x̄(τ)
jest trajektorią klasyczną.

• Dla potencjału V (x) = κ(a2 − x2)2 z κ = 1/8a2 wyliczyć klasyczną trajektorię
odpowiadającą jednemu instantonowi (antyinstantonowi). Wyliczyć działanie
klasyczne odpowiadające jednemu instantonowi. Przy wyliczaniu działania
warto skorzystać z faktu, że ruch ma całkowitą energię równą zeru. Jak wygląda
propagator K dla takiego ruchu?
• Proszę pokazać, że równanie na wartości własne fluktuacji wokół instantonu

(przyjmując τ 1 = 0) [
− d2

dτ 2
+ V ′′(x(τ))

]
yn(τ) = λnyn(τ). (1)

odpowiada równaniu Schrödingera dla potencjału 1/cosh2(τ/2), które jest dys-
kutowane w podręczniku Landaua Lifszica (zad. 5 str. 81 i zad. 4 str 88 w
wydaniu polskim PWN 1979).
• Przekształcić równanie (1) do równania hipergeometrycznego wprowadzając

Ansatz
yn(τ) = eατwn(τ),

gdzie
α = ±

√
−En, En = λn − 1.

Rozwiązanie ma postać

yn(τ) = N
(

3 tanh2
(τ

2

)
− 6α tanh

(τ
2

)
+
(
4α2 − 1

))
eατ .

• Proszę znaleźć spektrum stanów związanych (E < 0) dla tego równania. Z
warunku znikania rozwiązań w τ = ±∞ dostaniemy kwantowanie α.
• Ta część najprawdopodbniej przejdzie na następne ćwiczenia:

Aby znaleźć przyczynek od spektrum ciągłego należy najpierw pokazać, że
nie zachodzi odbicie przy przejściu nad tym potencjałem. Własność tę wyko-
rzystamy następnie do wyliczenia wszystkich wartości własnych. W tym celu
proszę zbadać asymptotykę dla 2 typów rozwiązań α = ik i α = −ik, w granicy
τ →∞ oraz dla τ → −∞.



• Jeżeli nie zachodzi odbicie, to funkcja falowa yk(τ) o asymptotyce eikτ dla τ →
∞ ma w granicy τ → −∞ asymptotykę eikτ+iδk , gdzie δk jest przesunięciem
fazowym. Pokazać, że:

eiδk =
1 + ik

1− ik
1 + 2ik

1− 2ik
.

Identyczny argument stosuje się dla funkcji o asymptotyce e−ikτ .

• Podobnie jak w przypadku oscylatora pełne rozwiązanie na funkcję falową
widma ciągłego w pudle −T/2 < τ < T/2 ma postać

yn(τ) = Ayα=ik(τ) +Byα=−ik(τ)

a warunek kwantyzacji wyliczamy z warunków brzegowych używając asymp-
totycznych postaci funkcji yα=±ik(τ) w punktach ±T/2. Z warunku znikania
funkcji falowej na brzegach przedziału dostajemy, że:

Tk − δk = π n.

Oznaczmy rozwiązania tego równania przez k̃n. Podobnie można pokazać, że
dla oscylatora harmonicznego kn = πn/T . Stąd część R od widma ciągłego ma
postać :
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∏
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=
∞∏
n=1
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= exp
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)
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)
.

• Wyrażenie to trzeba teraz „uciąglić”:

. . . = exp
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π
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0

dk
2δk k

1 + k2

 =
1

9
.

Ostatnią równość otrzymuje się całkując przez części i wykorzystując podany
wyżej wzór na fazę δk. Pełny wynik otrzymuje się po domnożeniu przez nieze-
rową wartość własną widma dyskretnego.
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