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1. Prosz¾e przygotowác symulacj¾e numeryczn ¾a propagatora oscylatora harmonicznego
metod ¾a Metropolisa.

2. Pos÷uguj ¾ac si¾e wzorem na f (1)(�) dla przybli·zenia Borna dla potencja÷u Yukawy:
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i zak÷adaj ¾ac, ·ze przesuni¾ecia fazowe j�lj � 1, wyprowadzíc wzór na �l wyra·zony
poprzez funkcje Legendre�a Ql(�) zde�niowane jako
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Wykazác, ·ze Ql s ¾a rozwi ¾azaniami r. Legendre�a. Prosz¾e wyprowadzíc rozwini¾ecie
dla j�j > 1
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Korzystaj ¾ac z (1) prosz¾e udowodníc, ·ze

(a) �l jest ujemne (dodatnie) gdy potencja÷jest przyci ¾agaj ¾acy (odpychaj ¾acy), t.j.
V0 < 0 (V0 > 0);

(b) dla fali de Broglie�a znacznie �d÷u·zszej�ni·z zasi¾eg potencja÷u

�l = const�k2l+1:

(c) Znaléźc wzór na wspó÷czynnik proporcjonalnósci const.

3. Prosz¾e rozwa·zýc radialne równanie Schrödingera w potencjale V (r)! 0 dla r !1
dla energii E = �h2k2=(2m) > 0 przyjmuj ¾ac, ·ze funkcja falowa separuje si¾e na cz¾éśc
k ¾atow ¾a i radialn ¾a

 klm(~r) = Rkl(r)Y
m
l (#; '):

Dla du·zych r (lub dla cz ¾astki swobodnej) gdy potencja÷znika, równanie to jest znane
jako zmody�kowane równanie Bessela. Rozwi ¾azác to równanie dla l = 0 de�niuj ¾ac
now ¾a funkcj¾e u(r) = r Rk0(r).

Aby rozwi ¾azác to równanie dla l 6= 0 nale·zy



� zde�niowác �kl(r) = Rkl(r)=r
l i wyprowadzíc równanie na �kl(r),

� zró·zniczkowác to równanie po r,
� zde�niowác now ¾a funkcj¾e fkl(r) = r �0kl(r),

� porównác równanie na fkl z wyj́sciowym równaniem na �kl i zgadn ¾ác wzór
rekurencyjny ÷¾acz ¾acy �kl+1 z �kl,

� rozwi ¾azác rekurencj¾e i znaléźc Rkl(r) dla l = 1; 2, etc.,
� znaléźc asymptotyk¾e Rkl(r) dla du·zych r,
� startuj ¾ac z wyj́sciowego równania na Rkl(r) znaléźc zachowanie w zerze.

4. (Zadanie na 2.5. Ze wzgl¾edu na godziny Rektorskie, zadanie to prosz¾e zrobíc na
osobnych kartkach i dostarczýc na nast¾epnych ćwiczeniach.)

Za÷ó·zmy, ·ze umiemy rozwi ¾azác równanie radialne dla centralnego potencja÷u V (r)
o skończonym zasi¾egu R. Rozwi ¾azanie to, dla E = �h2k2=2m > 0 mo·zna zapisác
ogólnie jako X

l

(2l + 1)ilAl(r)Pl(cos#); (2)

gdzie Al(r) jest w zwi ¾azku z tym znan ¾a funkcj ¾a. Pokazác, ·ze przesuni¾ecie fazowe
daje si¾e wyliczýc ze wzoru:

tan �l =
kR j0l(kR)� �l jl(kR)

kR y0l(kR)� �l yl(kR)

gdzie jl oraz yl s ¾a sferycznymi funkcjami Bessela.

WSKAZÓWKA

Funkcja falowa w problemie rozproszeniowym (rozproszenie elastyczne) ma asymp-
totyk¾e

 ! eikz + f (�)
eikr

r
:

Rozk÷adaj ¾ac fal¾e p÷ask ¾a (udowodníc!)

eikz =
X
l
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i amplitud¾e
f (�) =

X
l
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na fale parcjalne mo·zna znaléźc asymptotycz ¾a form¾e funkcji falowej korzystaj ¾ac ze
znanej asymptotyki funkcji Bessela. Wspó÷czynnik przy wychodz ¾acej fali kulistej
eikr oznaczany jako

Sl = e2i�l



de�niuje przesuni¾ecie fazowe.

Je·zeli znamy funkcj¾e falow ¾a to znamy Al ze wzoru (2). Rozk÷adaj ¾ac Al w bazie
funkcji jl oraz yl mo·zna pokazác, ·ze

Al(r) = ei�l(k) [jl(kr) cos �l(k)� yl(kr) sin �l(k)] :

Szukane przesuni¾ecie fazowe wyliczamy, konstruuj ¾ac wielkóśc �l zde�niowan ¾a jako
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r
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gdzie R jest dowolnym punktem �daleko�od centrum potencja÷u. Dla skończonej
studni mo·zna wybrác R jako rozmiar studni.


