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1. Stan j i jest równoczésnie stanem w÷asnym dwóch operatorów hermitowskich A i
B; które antykomutuj ¾a

AB +BA = 0:

Co mo·zemy powiedziéc o wartósciach w÷asnych tych operatorów na stanie j i?
Przedyskutowác przypadek gdy A = � = ��1 = �y jest operatorem parzystósci
a B operatorem p¾edu.

2. Prosz¾e rozwa·zýc radialne równanie Schrödingera w potancjale V (r)! 0 dla r !1
dla energii E = �h2k2=(2m) > 0 przyjmuj ¾ac, ·ze funkcja falowa separuje si¾e na cz¾éśc
k ¾atow ¾a i radialn ¾a

 klm(~r) = Rkl(r)Y
m
l (#; '):

Dla du·zych r (lub dla cz ¾astki swobodnej) gdy potencja÷znika, równanie to jest znane
jako zmody�kowane równanie Bessela. Rozwi ¾azác to równanie dla l = 0 de�niuj ¾ac
now ¾a funkcj¾e u(r) = r Rk0(r).

Aby rozwi ¾azác to równanie dla l 6= 0 nale·zy

� zde�niowác �kl(r) = Rkl(r)=r
l i wyprowadzíc równanie na �kl(r),

� zró·zniczkowác to równanie po r,
� zde�niowác now ¾a funkcj¾e fkl(r) = r �0kl(r),

� porównác równanie na fkl z wyj́sciowym równaniem na �kl i zgadn ¾ác wzór
rekurencyjny ÷¾acz ¾acy �kl+1 z �kl,

� rozwi ¾azác rekurencj¾e i znaléźc Rkl(r) dla l = 1; 2,
� znaléźc asymptotyk¾e Rkl(r) dla du·zych r,
� startuj ¾ac z wyj́sciowego równania na Rkl(r) znaléźc zachowanie w zerze.

3. Suppose we have solved the radial part of the Schrödinger equation for some central
potential V (r) of a �nite range r0. This solution for positive energy E = �h

2k2=2m >
0 can be decomposed in terms of partial waves

 (~r) =
X
l

(2l + 1)ilAl(r)Pl(cos#); (1)

where Al(r) are in principle known functions of r (why we decompose this solution
into Legendre polynomials rather than in spherical harmonics Y m

l ?). Show that the
phase shift is given as

tan �l =
kR j0l(kR)� �l jl(kR)

kR y0l(kR)� �l yl(kR)



where jl and yl are spherical Bessel functions.

HINT

For the scattering problem the wave function should have the following asymptotic
form:

 ! eikz + f (�)
eikr

r
:

Decomposing (prove it!)

eikz =
X
l

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos �)

and
f (�) =

X
l

(2l + 1)fl(�)Pl(cos �)

one can �nd asymptotic form of the wave function applying known asymptotic forms
of the Bessel functions. Denote a coe¢ cient in front of the outgoing spherical wave
eikr as

Sl = e2i�l :

This is a de�nition of the phase shift. Find relation befween fl and Sl.

Since w know Al in (1) we can decompose it in terms of Hankel functions (which
is the same as decomposing Al in terms of a Bessel functions. Bessel functions are
like sin and cos, while Hankel functions are like exponents):

Al = c
(+)
l h

(+)
l + c

(�)
l h

(�)
l

where
h
(�)
l = jl � iyl:

Find asymptotics of Hankel functions.

At r = R � r0 we can glue  with its asymptotic form. This allows to �nd c
(�)
l .

Going back to the decomposition in terms of Bessel functions show that

Al(r) = ei�l(k) [jl(kr) cos �l(k)� yl(kr) sin �l(k)] : (2)

Since Al is known, eq. (2) is in fact an equation for �l. In practice (2) is di¢ cult to
solve, therefore one applies a trick constructing a quantity �

�l =
r

Al

dAl
dr

����
r=R

: (3)

Note that � is known. Solve (3) for tan �l:

tan �l =
kR j0l(kr)� �l jl(kr)

kR y0l(kr)� �l yl(kr)
:


