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1. Wzór Bakera-Campbella-Hausdor�a (kontynuacja).

Udowodni¢, »e dla dwóch niekomutuj¡cych operatorów A i B zachodzi

eA eB = eC , (1)

gdzie

C = A+B +
1

2
[A,B] +

1

12
{[A, [A,B]]− [B, [A,B]]} − 1

24
[A, [B, [A,B]]] + ...

W tym celu rozpatrzy¢ operator C(t) zde�niowany jako

eC(t) = eAetB

i wyprowdzi¢ równanie ró»niczkowe jakie speªnia C(t).

W tym celu udowodni¢ wzór na pochodn¡ eksponenty z operatora C(t):

d

dt
eC(t) =

∫ 1

0

dτ eτC(t)Ċ(t) e(1−τ)C(t) =

∫ 1

0

dτ e(1−τ)C(t)Ċ(t) eτC(t). (2)

Nast¦pnie zde�niowa¢ operator ∆X , gdzie X jest pewnym operatorem a dziaªanie
∆X na dany operator Y dane jest jako:

∆X Y = [X, Y ]. (3)

Jest to wygodny zapis komutatora, gdy» mo»na ªatwo (formalnie) zapisa¢ operator
odwrotny. Prosz¦ pokaza¢:

eAB e−A = e∆AB = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] + ... . (4)

W tym celu nale»y zde�niowa¢

B(τ) = eτAB e−τA, with B(0) = B (5)

napisa¢ równanie ró»niczkowe na B i rozwi¡za¢ je.

Korzystaj¡c z wªasno±ci (??) pokaza¢, »e:

Ċ(t) =
∆C(t)

1− e−∆C(t)
B =

e∆C(t) ∆C(t)

e∆C(t) − 1
B. (6)

Aby scaªkowa¢ ten wzór po t nale»y dokona¢ rozwini¦cia

Ċ(t) =

[
1 +

∞∑
n=1

(−)n+1

n(n+ 1)
(z − 1)n

]
B ,



gdzie
z = e∆Aet∆B

i caªkowa¢ wyraz po wyrazie.

Wyprowadzenie to mo»na znale¹¢ w dodatku D podr¦cznika J.M. Normanda �Ro-
tations in Quantum Mechanics�.

2. Lagrange function of the harmonic oscillator reads:

L =
m

2
ẋ(t)2 − mω2

2
x(t)2.

Calculate classical trajectory leading from point (xa, ta) → (xb, tb). Calculate clas-
sical action along this trajectory.

HINT: After �nding classical trajectory x̄(t), calculate the action integrating by
parts and using equations of motion.

3. For certain values ω(tb − ta) = ωT both classical trajectory and classical action
exhibit singularities. Find conditions that make them both �nite. Discuss the
meaning of these conditions.


