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1. Hopf integral.

Calculate Hopf integral

I =

∞∫
−∞

dx eiax
2

, a > 0 (1)

as a contour integral over the complex plane. Choose the contour in such a way that
the integral

∫
dt e−bt

2
with positive b and real t appears. When the contribution of

the large circle can be neglected? Is the phase of the result unique?

2. Pokaza¢, »e funkcja falowa dana wzorem

ψ(x2, t2) =

∞∫
−∞

K(x2, t2;x1, t1)ψ(x1, t1) dx1,

gdzie K jest dane jako caªka po trajektoriach, speªnia równanie Schrödingera. W
tym celu w rozwa»y¢ przypadek: t2 = t1+ε, gdzie ε jest krokiem czasowym w de�nicji
caªki po trajektoriach. Z kolei x1 = x2 − η. Przedyskutowa¢ zwi¡zek mi¦dzy η a ε i
przeprowadzi¢ rozwini¦cie w tych parametrach (Feynman Hibbs rozdziaª 4-1).

Dla ch¦tnych: Rozwijaj¡c z dokªadno±ci¡ do ε2 sprawdzi¢, czy odtwarza si¦ kwa-
drat równania Schrödingera. (Okazuje si¦, »e trzeba zmody�kowa¢ czªon potencjalny
w Lagragianie.)

3. Wzór Bakera-Campbella-Hausdor�a (do kontynuacji na ¢wiczeniach 19.10.).

Udowodni¢, »e dla dwóch niekomutuj¡cych operatorów A i B zachodzi

eA eB = eC , (2)

gdzie

C = A+B +
1

2
[A,B] +

1

12
{[A, [A,B]]− [B, [A,B]]} − 1

24
[A, [B, [A,B]]] + ...

W tym celu rozpatrzy¢ operator C(t) zde�niowany jako

eC(t) = eAetB

i wyprowdzi¢ równanie ró»niczkowe jakie speªnia C(t).

W tym celu udowodni¢ wzór na pochodn¡ eksponenty z operatora C(t):

d

dt
eC(t) =

∫ 1

0

dτ eτC(t)Ċ(t) e(1−τ)C(t) =

∫ 1

0

dτ e(1−τ)C(t)Ċ(t) eτC(t). (3)



Nast¦pnie zde�niowa¢ operator ∆X , gdzie X jest pewnym operatorem a dziaªanie
∆X na dany operator Y dane jest jako:

∆X Y = [X, Y ]. (4)

Jest to wygodny zapis komutatora, gdy» mo»na ªatwo (formalnie) zapisa¢ operator
odwrotny. Prosz¦ pokaza¢:

eAB e−A = e∆AB = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] + ... . (5)

W tym celu nale»y zde�niowa¢

B(τ) = eτAB e−τA, with B(0) = B (6)

napisa¢ równanie ró»niczkowe na B i rozwi¡za¢ je.

Korzystaj¡c z wªasno±ci (??) pokaza¢, »e:

Ċ(t) =
∆C(t)

1− e−∆C(t)
B =

e∆C(t) ∆C(t)

e∆C(t) − 1
B. (7)

Aby scaªkowa¢ ten wzór po t nale»y dokona¢ rozwini¦cia

Ċ(t) =

[
1 +

∞∑
n=1

(−)n+1

n(n+ 1)
(z − 1)n

]
B ,

gdzie
z = e∆Aet∆B

i caªkowa¢ wyraz po wyrazie.

Wyprowadzenie to mo»na znale¹¢ w dodatku D podr¦cznika J.M. Normanda �Ro-
tations in Quantum Mechanics�.


