
Zadania (II-1) z mehaniki kwantowej dla doktorantówna ±rode , 3-go (i nastepne) mara 2010.1. Caªki funkjonalne metodami Monte Carlo. Stosuj¡ metody omówionena wykªadzie napisa¢ program symuluj¡y aªke Feynmanowsk¡ dla osylatoraharmoniznego. W tym elu nale»y:1. U»y¢ algorytmu Metropolisa do generaji zdyskretyzowanyh trajektoriifxa; x1; x2; :::; xN ; xbg wedªug miary euklidesowejK(xb; T; xa; 0) = Z D[x(t)℄ exp�� 1�h Z tbta dt �m2 _x2 + m!22 x2�� (1)Upro±i¢ problem oblizaj¡ ±lad jadraS(T ) = Z dxK(x; T; x; 0) (2)o oznaza dla algorytmu generowanie trajektorii periodyznyh (petli)fx; x1; x2; :::; xN ; xg i wª¡zenie wspólnego punktu poz¡tkowego i ko«-owego, x, do proedury Metropolisa.2. Sprawdzi¢ zbie»no±¢ (stopie« termalizaji) tak wygenerowanyh trajektoriiwykre±laj¡ zale»no±¢ dziaªania euklidesowegoS[℄ = Z tbta dt �m2 _x2 + m!22 x2� (3)dla kolejnyh trajekrorii i, i = 1; :::;Nsample, od i.3. Po uzyskaniu zbie»no±i w pkt.2 sporz¡dzi¢ histogram/rozkªad punktuko«owego h(x). Dla zwiekszenia statystyki mo»na do tego elu u»y¢ tak»ewszystkih punktów po±rednih xi generowanyh trajektorii (dlazego).4. Wyniki zale»¡ od zasu aªkowitego T i od lizby punktów dyskretyzajiN . Wykre±li¢ kilka histogramów skonstruowanyh w pkt.3 dla ustalonegoT i dla oraz mniejszyh � = T=N . Zmienno±¢ tyh wykresów z � zdajesprawe z efektów dyskretyzaji.5. Wybra¢ dostateznie maªe �, tak, »eby h(x) ju» od niego nie zale»aªo, idla takiego �� wykre±li¢ h(x) dla kilku T . Jaka jest interpretaja h(x) dladu»yh T ? Porówna¢ otrzymane wyniki numeryzne z przewidywaniamiteoretyznymi. Jak wygl¡da przewidywanie teoretyzne dla sko«zonyhT ? 1



6. Wykorzystuj¡ trajektorie wygenerowane w pkt. 1,2 oblizy¢ ±redni¡ en-ergie euklidesow¡. UWGA1. Po przedªu»eniu analityznym do urojonegozasu zwykªa energia Minkowskiego przehodzi wEE [℄ = �m2 _x2 + m!22 x2 (4)UWAGA 2. Dla uzyskania zbie»no±i gdy � ! 0, koniezne jest zas-tosowanie przepisu 'point splitting' tj. zast¡pienie _x2 przez(xi+1 � xi)(xi � xi�1) (zob. wykªad).7. Uzyskana w pkt.8 energia ±rednia zale»y od T : �E(T ). Porówna¢ t¡ za-le»no±¢ z przewidywaniem teoretyznym�E(T ) = P1n=0 Ene�T�h EnP1n=0 Ene�T�h En (5)gdzie En s¡ kwantowymi energiami osylatora.2. Caªka funkjonalna dla z¡stki w niesko«zonej studni potenjaªu.Reprezentaja Feynmana dla tego problemu ma posta¢K(xb; tb; xa; ta) = Z L0 D[x(t)℄ exp� i�h Z tbta m2 _x2� (6)gdzie wszystkie trajektorie s¡ ogranizone do obszaru 0 � x(t) � L. In-nymi sªowy, po dyskteryzaji zasu x(ti) ! xi, 0 � xi � L, i = 1; :::; N .Powy»sz¡ aªke mo»na wyrazi¢ przez aªki bez ogranize« (zyli przez jadraswobodne) uwa»nie analizuj¡ zbiór wszystkih torów, Ponf , ogranizonyh downetrza studni, zastepuj¡ go stopniowo (tj. rekursywnie) przez zbiór trajektoriinieogranizonyh (zyli swobodnyh) Pfree.1. Zbiór torów ogranizonyh jest ró»ni¡ zbioru torów nieogranizonyh(swobodnyh) i zbioru torów swobodnyh, które o najmniej raz przeieªy±iany studni Ponf = Pfree �Pboundaries (7)2. Pboundaries mo»na podzieli¢ na trajektorie, które ostatni raz, przed dotar-iem do xb, przeiely lew¡ lub praw¡ ±ianke studniPboundaries = Pleft + Pright (8)3. Tory z Pleft mo»na zapisa¢ jako zªo»enie propagaji swobodnej do lewegobrzegu i propagaji ogranizonej od lewego brzegu do punktu ko«owego:free(xa ! 0)onfined(0! xb). Analogiznie rozkªadamy tory z Pright.2



4. Pleft zastepujemy zbiorem P 0left, w którym trajektorie ogranizoneonfined(0 ! xb) zamieniamy na trajektorie odbit¡ wzgledem ±ianki, tj.w tym przypadku wzgledem x = 0, onfined(0 ! �xb). Poniewa» odt¡dpunkt ko«owy bedzie na ogóª inny od xb nale»y to uwzglni¢ w naszejnotaji. Mamy wiePleft(xb) = P 0left(�xb); oraz Pright(xb) = P 00right(2L� xb) (9)gdzie 00 oznaza odbiie wzgledem x = L.5. Tory w P 0left i P 00right s¡ zªo»one ze±iowo z propagaji nieogranizoneja ze±iowo z propagaji ogranizonej. Teraz rozpozynamy proedurerekurenyjn¡: analogiznie do pkt.1 mamyP 0left(�xb) = Pfree(�xb)�P2left(�xb) (10)gdzie P2left(�xb) jest zbiorem torów, które po raz ostatni, przed dotariemdo �xb przeiely now¡ ±ianke pomoniz¡ w x = �L. AnalogiznieP 00right(2L� xb) = Pfree(2L� xb)�P2right(2L� xb) (11)Kontynuuj¡ rekurenje otrzymujemyK(xb; tb; xa; ta)onf = K(xb; tb; xa; ta)free (12)� K(�xb; tb; xa; ta)free �K(2L� xb; tb; xa; ta)free (13)+ K(�2L+ xb; tb; xa; ta)free +K(2L+ xb; tb; xa; ta)free::: (14)= �+1n=�1K(2nL+ xb; tb; xa; ta)free �K(2nL� xb; tb; xa; ta)freeNale»y teraz wstawi¢ do powy»szego wyra»enia jawn¡ posta¢ propagatora swo-bodnego, u»y¢ wzoru sumayjnego Poissona�1n=�1f(n) = �1k=�1 Z 1�1 dsf(s)e2�iks (15)i wykona¢ aªki gaussowskie.Wyprowadzi¢ st¡d reprezentaje spektraln¡ propagatoraK(xb; tb; xa; ta)onf = �1n=1 n(xb) �n(xa) exp�� i�hEn(tb � ta)� (16)z dobrze znanymi energiami wªasnymi i funkjami falowymi z¡stki w pudleEn = �2�h2n22mL2 ;  n(x) =r 2L sin��nxL � (17)
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