Mechanika Kwantowa dla doktorantow
zestaw 13 — 27.1.2010

1. Wyprowadzenie jednowymiarowego wzoru Van Vlecka’a. Wychodzac z réwnania
Schrédingera dla propagatora K:

[_h_;a_Q 4 V(:c)} K(x,xo;t),

gdzie K spelia warunek K(z,z;t — 0) = 0(x — x), wyprowadzi¢ formule Van
Vleck’a na kwantowy przyczynek do propagatora (K = Fexp(i/hS)) F:
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Wskazowka: Wstawi¢ do rownania Schrodingera:
K =exp (%S—l—lnF—k...)

i pogrupowaé¢ wyrazy przy potegach h. W rzedzie zerowym dostaje sie réwnanie
Hamiltona-Jacobiego na dziatanie klasyczne:
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a w pierwszym rzedzie réwnanie:
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O, (InF) + —028 + —0,50,(InF) = 0.
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Roéwnanie to nalezy rozwiaza¢ ze wzgledu na InF. Mozna to zrobi¢ zauwazajac,
ze rézniczkujac réwnanie Hamiltona-Jacobiego po x i po x(y otrzymuje sie¢ rownanie
: . : . : 17, _0%5 -

1dentypzne z réwnaniem r.szu. h, w ktorym InF’' zastgpiono przez Elr.l Budeg - Wspot-
czynnik proporcjonalnosci mozna wyznaczy¢ z warunku unormowania propagatora

w granicy t — 0.

2. Kryptografia kwantowa. Stan poczatkowy czastek a i b o spinie 1/2 jest

2) 1>a o, = +1>b + |o, = _1>a o, = _1>b}‘ (1)
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Pokazaé, ze ten stan mozna tez zapisaé jako

%) Doloa = +1), + o2 = 1), |ow = =1),}. (2)
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Czastki przygotowane w stanie (1,2) rozlatuja sie w dwu przeciwnych kierunkach.
Alicja mierzy sktadowa spinu czastki a wzdtuz osi 77p,. Jakie sa mozliwe wyniki



pomiaréow i odpowiadajace im prawdopodobieristwa w dwu przypadkach: 6, = 0
(08 2) lub 0, = w/2 (0§ ). Jak wygladaja stany czastek a ® b po dokonaniu przez
Alicje w.w. pomiaréw w zaleznosci od otrzymanych wynikow (tj. oS z wynik +h/2,
o$ x wynik +h/2)?

Po dokonanym przez Alicje pomiarze, Bolek mierzy sktadowa spinu czastki b wzdtuz
osi 11p,. Jakie sa mozliwe wyniki pomiaréw Bolka i odpowiadajace im prawdopodo-
bienistwa w zalezno$ci od wynikéw otrzymanych przez Alicje? Kiedy Alicja i Bolek
otrzymaja z prawdopodobieristwem 1 ten sam wynik?

. Rozwazmy przypadek, kiedy 6, = 0. Przypu$émy, ze agent S, ukryty miedzy
zrodtem a Bolkiem mierzy spin czastki b wzdluz osi ng,. Jakie wyniki otrzyma agent
S w zaleznosci od wynikéw otrzymanych przez Alicje? Nastepnie po pomiarze doko-
nanym przez agenta S, Bolek mierzy spin b dla kata 6, = 0. Jakie wyniki otrzymuje
Bolek w zaleznos$ci od wynikow pomiaréow agenta? Jakie sa prawdopodobienstwa
ich otrzymania?

Jakie jest prawdopodobienstwo P(6y), ze Alicja i Bolek otrzymaja te same rezultaty,
po pomiarze dokonanym przez agenta S? Jaka jest warto$¢ oczekiwana P(6;), jezeli
agent S wybiera kat 6, w sposob przypadkowy z przedziatu [0, 27] z jednorodnym
rozktadem prawdopodobienstwa? Jaka jest warto$¢ oczekiwana P(0y), jezeli agent
S wybiera kat 05 = 0 lub 05 = 7/2 z prawdopodobienstwami 1/27

. Aby przekaza¢ poufna informacje (informacja to sekwencja bitow + + — — +...)
Alicja i Bolek przyjmuja nastepujaca procedure:

(a) Alicja i Bolek decyduja najpierw, wzgledem ktoérych osi dokonywaé beda po-
miaréw (synchronizacja uktadéw wspoltrzednych).

(b) Alicja, ktora ma kontrole nad zrodtem Z, przygotowuje uporzadkowana sek-
wencje N > n dwojek spindow w stanie (1), gdzie n jest liczba bitow w
przesytanej wiadomosci. Alicja wysyta Bobowi czastki b a sama mierzy spin
czastek a.

(c) Na kazdej czastce, ktora do nich dociera, Alicja i Bolek dokonuja pomiaru
sktadowej x lub z spinu. Kazde z nich wybiera kierunek x lub z w sposéb
przypadkowy z prawdopodobienistwem 1/2. Dla danej pary spinéow (a,b) nie
ma korelacji miedzy wyborem osi przez Alicje i przez Bolka. Oboje zapisuja
otrzymane wyniki.

(d) Bolek wybiera utamek F'z N dokonanych pomiaréw. We wszystkich tych przy-
padkach przekazuje Alicji przez telefon o§ pomiaru i jego wynik. W praktyce
F~1/2.

(e) W wybranych przez Bolka przypadkach, Alicja poréwnuje swoje wyniki z wyni-
kami Bolka i w ten sposob stwierdza, czy w proces przekazywania wiadomosci
wmieszal sie agent S. Jesli odkrywa agenta, to zawiadamia policje lub CBS,
a proces przekazywania informacji zostaje zakonczony. Jezeli agent nie zostal
wykryty to:



(f) Alicja otwarcie przyznaje, ze agenta nie byto, a Bolek przekazuje jej przez
telefon osie wzgledem ktorych mierzyt spin w pozostatych przypadkach. Jednak
nie podaje wynikoéw pomiarow.

Jak musi wyglada¢ punkt (g) aby dokonata sie poufna transmisja informacji do
Bolka bez dodatkowego wysytania spinéw (tj. tylko na podstawie sekwencji juz
wystanych N spinéw). Prosze skomentowaé¢ skutecznosé zaproponowanej proce-
dury. Jak Alicja moze stwierdzi¢ obecnos¢ agenta? Jakie jest prawdopodobieristwo
niewykrycia agenta (np. dla FN = 200)? Czy agent moze sie "zamaskowac"jesli
zna usytuowanie osi wybranych przez Alicje i Bolka?



