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1. Proszę dokończyć zadanie z poprzedniego zestawu: wyprowadzić relację komutacji
operatorów pędu i położenia wyliczając:

< χ|m1

ε
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gdzie
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ψ(x1).

Zadanie wykonać rozważając ewolucję czasową funkcji falowej o jeden krok czasowy,
podobnie jak w przypadku dowodu, że f. falowa spełnia równanie Schrödingera.

2. Dany jest wektor jednostkowy

~nϕ = cos ϕ~nz + sin ϕ~nx.

• Jakie wartości własne ma operator spinu elektronu zrzutowany na ~nϕ

S(e)
ϕ = ~S(e) · ~nϕ

i jak wyglądają jego wektory własne

|e : +ϕ〉 , |e : −ϕ〉 ,
(gdzie symbole e oznacz, że są to wektory własne dla elektronu w odróżnieniu
od protonu, o którym będzie mowa w zad.2 i 3). Rozłożyć te wektory w bazie
wektorów

|e : +〉 , |e : −〉 ,
które biorą się z poprzednich w granicy ϕ = 0. Stąd otrymujemy praw-
dopodobieństwa P± otrzymania w wyniku pomiaru Sϕ wartości ±h̄/2.

• Natychmiast po tym pomiarze dokonujemy pomiaru Sz (czyli ϕ = 0). Jakie są
możliwe wyniki tych pomiarów i ile wynoszą prawdopodobieństwa ich otrzy-
mania, w zależności od wyniku pierwszego pomiaru?

• Zakładamy teraz, że stan początkowy jest stanem własnym Sz. Następnie
dokonujemy pomiaru Sϕ. Jakie są prawdopodobieństwa otrzymania w kole-
jnym pomiarze tej samej wartości Sz, której odpowiadał stan początkowy?

• Załóżmy, że elektron został wyemitowany w stanie |e : ±ϕ〉. Wykonano po-
miar S

(e)
α gdzie ~nα zdefiniowane jest analogicznie do ~nϕ. Ile wynosi praw-

dopodopieństwo znalezienia elektronu w stanie |e : ±α〉? Wyliczyć

〈e : ±|S(e)
α |e : ±ϕ〉 .



3. Atom wodoru rozpada się na proton i elektron, tak że układ jest po rozpadzie w
stanie

|e : +ϕ〉 ⊗ |p : −ϕ〉 . (1)

Wyliczyć P+(α) otrzymania w wyniku pomiaru S
(e)
α wartości +h̄/2. W jakim stanie

jest system po pomiarze? Czy pomiar wpływa na stan protonu? Wyliczyć korelację

E(α, β) =

〈
S

(e)
α ⊗ S

(p)
β

〉
−

〈
S

(e)
α

〉〈
S

(p)
β

〉
√〈

S
(e)2
α

〉〈
S

(p)2
β

〉

w stanie (1).

4. Załóżmy teraz, że po rozpadzie układ jest w stanie singletowym

1√
2
|e : +〉 ⊗ |p : −〉 − 1√

2
|e : −〉 ⊗ |p : +〉 . (2)

Wykonujemy pomiar S
(e)
α elektronu. Jakie są możliwe wyniki i jakie są prawdopo-

dobieństwa ich otrzymania? Załóżmy, że wynikiem pomiaru jest +h̄/2. Następ-
nie wykonujemy pomiar S

(p)
β protonu. Jakie są możliwe wyniki i jakie są praw-

dopodobieństwa ich otrzymania? Czy te prawdopodobieństwa byłyby takie same,
gdyby najpierw zmierzono spin protonu a potem elektronu? Wyliczyć E(α, β) dla
stanu (2).

5. Ukryte zmienne. Załóżmy, że po rozpadzie atomu wodoru układ jest w stanie (1),
ale kąt ϕ nie jest znany. Przyjmijmy, że rozkład prawdopodobieństwa tego kąta jest
jednorodny. Kąt ϕ stanowi zmienną ukrytą i wszelkie średnie są teraz zdefiniowane
jako

〈A〉 =
1

2π

2π∫

0

dϕ 〈e : +ϕ| ⊗ 〈p : +ϕ| A |e : −ϕ〉 ⊗ |p : +ϕ〉 .

Wyliczyć w tym modelu E(α, β) i porównać z wynikami otrzymanymi poprzednio.


