Elektrodynamika klasyczna

Lorentzowsko niezmiennicza teoria pola, dana przez rownania Maxwella

V-E=p (a) VxB—E:f (b)
5 o - - OB
w jednostkach (¢ = 1, po = 1, g9 = 1, gdzie sita F' = [15). W klasyczne;
elektrodynamice Zrodta sa niezalezne 1 podlegaja zasadzie zachowania tadunku
dp = =
—+V-J=0
ot ’

ktore daje sie zapisa¢ w postaci loretzowsko niezmienniczej:

—

0,0 =0 gdze  J'=(p,J).

Rownania jednorodne (¢) i (d) sa rownowazne istnieniu potencjatow



Wprowadza sie czteropotencjat:

—

Al = (P, A)
oraz tensor pola elektromagnetycznego:
= 'A” — 0" A",
Latwo pokazac, ze
0 —-E, —E, —E. |
o _ E, 0 —-B, B,
E, B, 0 —B,
| E. -B, B, 0

Wowcezas réwnania jednorodne (c¢) i (d) redukujg sie do tozsamosei:

ONFHY - gV FAH - gl VA = (),

a rownania niejednorodne (a) i (b) przyjmuja jawnie kowariantng postac

0, F = Jv.




Zasada warlacyjna

Jaka posta¢ ma gestos¢ Lagrange’a, ktora prowadzi do réwnan Maxwella,
jesli
Al — AF 4 (6 A)

przy ustalonym J#7

1 14
L=~ FuF" — JA,

Zadanie: pokazac, ze

1 = =
L= 5(E2 — B%) — J'A,.



Rzeczywiscie

1
0S = 5/d4az [_ZFWFW — J”AV] wariacja kwadratu § F? = 2F (0F)

1
= [d'z _§F/w (6F)" — J¥ (5A)V] jawna posta¢ F"
[ 1
= [d'z _éF/w (0" (6A)" — 0" (0A)] — J¥ (5A)V] antysymetria £,
d*r —Fwﬁ’“‘ (6A)" — J! (514)”} catka przez czesci

d'z [0"F,, (0A)" — J" (§A)) zamiana indeksow gornych na dolne

|
\\\\\

v [0,F" — ') (54), =

Zatem:

0, Fm = Jv.




Swoboda cechowania
Potencjal A* nie jest jednozacznie okreslony
Al oraz  AM 4+ 0My
prowadza do tego samego tensora pola

P = QPAY — VA" — QPAY — VAP 4 9\ — 87O = P

=0

Transformacja

AF — A = AP Oy
nazywa sie transformacja cechowania (gauge transformation). Pod wplywem
transformacji cechowania zmienia sie jednak dziatanie: (J,A")

AS = —/d4:13 J,0"x caltka przez czesci

= /d4a:' (0" J,) x.
AS = 0 dla dowolnego y, jedynie gdy zachowany jest tadunek
0"J, = 0.
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NIEZMIENNICZOSC WZGL. TRANSFORMACJI
CECHOWANIA

l
ZACHOWANIE LADUNKU



Rozwigzania rownan Maxwella
Rownania Maxwella
v o quU

wyrazone przez potencjaty, maja postac
(0,0") A" — 0" (0,A") = J".

Musimy ustali¢ cechowanie. Typowy wyboér: cechowanie radiacyjne (kulom-
bowskie)

— —

V-A=0

(w calej przestrzeni 1 w kazdej chwili) nie jest niezmienniczy lorentzowsko (nie
jest prawdziwy w innym, poruszajacym sie ukltadzie). W cechowaniu radia-
cyinym réwnanie na potencjal elektryezny @ = A” ma postaé:

8,0 A" = —v2A" = J' = p.



Dowod:

Rzeczywiscie, majac na uwadze, ze w cechowaniu radiacyjnym

9, A" = 9, A°

UWAGA:

0 B} B
a,u — @ — (aty v)? 5# — (ata _v>

mamy

JO = (9,0") A° — 9 (9,A")

= A" - V?A' — 9,04+ 5, Y - 4

=0

= —V?A" + 97 A" — 07 A",
=0



Rozwigzania rownania

_62140 =
Sg znane
B} 1 p(r", t)
AO / d3 /
(7:8) = 47r/ |7 — r’\

i otrzymuje sie je metoda funkcji Greena. W cechowaniu radiacyjnym ® = A"
jest ,na sztywno” zwiazane z tadunkiem, nie ma rozwiazan falowych na AY.
Sktadowe wektorowe

0 - 0 =

= (0,0") A4 0 (0,A") — ﬁA V2A + 5 — VA"
W pustej przestrzeni (p = 0, J = 0) w cechowaniu radiacyjnym mamy:
62
AV=0, o —A-V*A=0. (1)

Wyglada to jak trzy rownania Kleina-Gordona
9,0"p —m*p =0

na sktadowe AY%3 7z m =0



Rozwiniecie na fale ptaskie
Rozwiazania sa dane jako fale:
A7 t) = Eacos(k - 7 — wyt + 0)
gdzie w,% — k2, 7 tym, Ze nie sa to pola niezalezne, bo

V A=0—>k-2=0.

Zatem sa tylko dwa niezalezne wektory trojwymiarowe 51,2(12): mamy dwie
polaryzacje (A" = 0). Ogolnie

e—z(k-fr—wkt) 7

- 1 - ar. .7 ar
A F,t _ 5/\ L [ kA ez(k-r—wkt)+ 2
= e T [ h
gdzie
ex(k)
sa niezaleznymi liniowo wektorami jednostkowymi, prostopodtymi do k. Podob-

nie jak przypadku pola skalarnego zamykamy uklad w pudle V = [? i przyj-
mujemy periodyczne warunki brzegowe.
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Inne wybory cechowania

Mozliwe sa inne wybory cechowania. Uzywa sie czasto relatywistycznie
niezmienniczych cechowan, jak cechowanie Lorentza (lub Landaua):

9, A" =0,

w ktorym réwnania pola maja postac

0* =

Inne uzyteczne cechowania:

AV =0 CZASOWE
A3 =0 oslowe
O eceR unitarne
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Odbicie przestrzenne

A Z

<Y

Rozwazmy odbicie, ktore zmienia skretnosé uktadu wspotrzednych (parzys-
tos¢ P):
Foi'=—F, V-V ==V
Gestosé tadunku sie nie zmienia, ale prad (j: pv) tak

—

p(Ft) D pP (7 8) = p(7t),  J(7t) 5 TP t) = —J(7t).

Pole elektryczne jest wektorem, magnetyczne pseudowektorem:

— —

Et) 5 EP(t) = —EFt),  B(t) 2 BP(,t) = B(F,1).
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o7 1) D pP (7 1) = p(F, 1),  J(Ft) D TP ) = —J(F,1).
E(rt) 5 EP(7 )= —E(7,t),  B(rt) 5 BP(#.t) = B(F.1).

—

O(Ft) B OP (7 1) = d(7 1), A t) D AP t) = —A(Ft).

Rownania Maxwella sa niezmiennicze, maja taka sama posta¢ w wyjsciowym
(prawoskretnym) uktadzie i w przetransformowanym (lewoskretnym). Najlepiej
widac to z postaci rownan:

6-E_):p (a) V x B —

V-B=0 (¢) VxE+-—=0 (d)

Lagrangian jest tez niezmienniczy.
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Sprzezenie ladunkowe
polega na zamianie czatki na antyczastke (C — charge conjugation):
o7 1) S L7 1) = —p(Fot),  J(F 1) S JOF ) = —J(F,1).
Aby rownania Maxwella byly niezmiennicze, musimy przyjac:
O(F, 1) 5 (7 1) = —B(F, 1),  A(F) S A7 t) = —A(7, 1),

Lagrangian jest tez niezmienniczy.
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Spin fotonu - grupa obrotow

W mechanice kwantowej f. falowe transformuja sie w wyniku obrotow (R —
macierz obrotu, « — liczby kwantowe):

Ya(RT) = () lub 5(7) = Pa(R'7F).
Wprowadzamy unitarny operator transformacji stanéw kwantowych
wﬁ( 77) — ﬁRwon?)
Czyli

Ur ¥a(7) = Yo R7'F).

Kazdy obrét R mozna przedstawic¢ jako ztozenie trzech obrotoéw kolejno wokd
oSl 2, T 1Y:
R = R,(¢y)Ro(d2) R:(92).

Np. obrot wokot osi z:
x [ cosg, —sing, 0] [z

y | = | sing, cosg, 0 Y
Z' 0 0 1 z
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Poniewaz, aby wyliczy¢ posta¢ operatora U bedziemy korzystali z rozwiniecia
Taylora, wystarczy rozwazy¢ obroty infinitenzymalne:

"0 4. 0"
R.=14+|¢, 0 O +...,
0 0 0]

Petna macierz R jest iloczynem macierzy Ry, (¢,)R.(¢2)R.(¢.):

0 —o. qby ] 1 - =
B _¢y Cb:z: 0
gdzie wektor (E jest zdefiniowany jako:
T
¢ = Qby
| D= _
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0 _¢Z Qby | i - =
R=1+| ¢: 0 —¢u|+....=1-26-8
B _¢y ¢JJ 0

gdzie macierze

przyjmuja jawng postac

(00 0] 001 0 —1
St=ih |00 —-1]|,S8*=4h| 000]|,8°=in|1 O
01 0 —100 0 0
Inny zapis i
0 _sz ¢y
R=1+ ¢z 0 _¢$ +
B _qby ¢x 0
1 dalej ) i
gbyz T qbzy .
P =RTF=7+ | ¢px— ¢z | +...=T+ X7+
B ¢azy o qbyx |

o O O




Dotychczas rozwazalismy funkcje falowe 1, ktore sa skalaram: wzgledem
transformacji obrotu. Rozwazmy funkcje falowa, ktora sama jest trojwymi-
arowym wektorem

Yo (7)
INGENRAGER
KGN
Wowcezas prawo transformacji przybiera postac

Vs(RT) = Rpa(7).

Macierz R dziata tylko na wskazniki wektorowe funkeji falowej, a nie na indeksy
a, 3. Stad operator Ug spelnia rownanie

Ura(7) = 13(F) = R (R
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Dla obrotéow infinitenzymalnych

—

Pamietajmy, 7e S dzialaja na indeksy wektorowe funkcji Yo T), a L =—ih (77 X 6)

sa operatorami rozniczkowymi. Zatem
o i e
UR(gb) —1-24. (S+L) +o

czyli ze generatory obrotow sa suma generatora Li generatora S:

J=S+ L.
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Spin fotonu

Spin dla czastki z masa definiujemy jako wartos¢ wtasna generatora obrotu
dla czastki w spoczynku. Foton nigdy nie spoczywa. Wybierzmy foton, ktory
porusza sie po prostej wzdluz osi z. Wowcezas J, = S,. Operator S, mozna
odczytaé ze wzoru:

S. = inlim (Up. (¢) — 1) /¢

o—0
gdzie Ug, (¢) = R.(¢).

[ cos¢p —sing 0] 0 —¢ 0
R.,=]sin¢g cos¢p 0| ~14+]1¢ 0 0O
0 0 1 0 0 0

[/

2

|

>t
O = O

0
0

o O O
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Poniewa, k = (0,0, 1) mamy dwa poprzeczne wektory polaryzacji

Stad

Ex =

(2

1
\V4 kaV

Zdiagonalizujmy macierz S,:

det

Wektory wtasne:

—

+:

)\ —i
i =\

0 0

1
V2|

0

0
—A

Ey =

—_




Zatem pole fflg(ﬁ t) mozemy rozpisac:
- 1

B \/ka
1 o : - : (k-F—wpt)

= oV (5+(a,§$ —iag, ) +e-(ag, + zaEy)) kTt 4 e

Czyli dowolne pole opisujace promieniowanie dane poprzez fale ptaskie mozna

roztozy¢ na dwie sktadowe o rzucie spinu na o§ z réownym + lub — (tak na

prawde jest to polaryzacja kotowa). Nie ma sktadowej zerowej! Foton jest

Zawsze POprzeczny.

(<§+ + 5_)0,]—5% — (&4 — éi)a;;y) ei(E'F_wkt) + h.c.
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Energia pola elektromagnetycznego

Poniewaz pole A" jest w zasadzie superpozycja 2 pol skalarnuch (abstrahujac
od wlasnosci transformacyjnych), zatem

oL oL
ML TV =
Op = ok =1y 0(0, A7)

Th =

! 0,A" — 5L
0(0up)

co daje
1, = _
Ty = —Fo F" + E,, F" = 5(E2 + B?)
Energia 1 ped dane sa jako

_ 3 0 __ *
H—/d rly = E Wi, Qg
kA

— B — « )
kA

23



Masywne pole wektorowe

Wielki sukces modelu standardowego polega na poprawnej konstrukeji teorii
pola wektorowego z masa. Proste uogolnienie wzorujace sie na polu skalarnym

1
L= 3 (@Lgo oMy — m2902)
1 o1
L=—7FuwF" + imQAMA“ — JI'A,

nie jest niezmiennicze wzgledem transformacji cechowania. (Znak przy masie
sprawdzimy a’posteriori). Zbadajmy jednak konsekwencje takiego lagrangianu.
Roéwnania ruchu

O, F" +m*AY = J,
Widaé¢, ze zmiana cechowania nie zmienia 0, /""" oraz J" a zmienia A”. Roézniczku-
jac to rownanie po 0, mamy

m?0,A” = 0,J".

To nie jest warunek ustalajacy cechowanie, ale wskazuje, ze nie wszystkie sktad-
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owe pola A sa niezalezne. Rozpiszmy rownanie ruchu

0=, F"™ +m>A” — J' = 0,(0"A” — 0" A") + m*A” — J"

1% 1 1% 1% 1%
:(%EWA —Wﬁ 3MJ“+m2A —J .
W prézni (J* = 0)
82AV =2 AV 2 AV
572 — VA" + m~AY =0

analogicznie do rownania Kleina-Gordona

0* =
(—@Jrvz—mz)go:(),

co potwierdza poprawnos$é wyboru znaku m?. Rozwiazanie w postaci fal ptas-
kich
A” = e"acos(kx + 0)
gdzie
kr=wt—k-7, w®—k*=m
Dodatkowy warunek
ke = 0.
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Wybierajac ped w kierunku osi z:

k= (w,0,0,k)
mamy trzy (znormalizowane £° = —1) wektory polaryzacji
(0 0 k]
IR 10 __l_ 0
€1 = 01 €2 = 1 , €3 = m 0
| 0 ] | 0] | W |

Poniewaz m # 0  foton” moze spoczywacé. Podobnie jak poprzednio, mozna
zdefiniowac operator spinu. Oprocz polaryzacji &= mamy polaryzacje A = 0.
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