Obraz oddziatywania
W obrazie Schrodingera stany ewoluuja, operatory nie.
H=H,+ H;
i0; |a(t))” = H |a(t))”
Definiujemy operatory w obrazie oddzialtywania (interakscji, Tomonagi):
O'(t) = 0% Mt Hl = HS = H,
a()) =" Ja(t)”.
Roéwnanie Schrodingera:
i0; la(t)) = —HSe ™ |a () + 030, |a(t))®
= —H; [a(t)) + " HCIT M (1))
=1
= (—Hy + H') o))" = H{ |a(t))" .
Rownanie na operatory:
i9,0(t) = 10, (eiﬂﬁfose—iﬂost) — _HS0!(t) + O (t) HY
= [O'(t), Hy]




W zasadzie operatory pola sa naturalnie napisane w obrazie oddzialywania:
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p( ) ay(t)

Rzeczywiscie
n T I I HSt [ S 7S] —iHyt
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Operator ewolucji

(b))’ = U (¢, to) |alto))’
0 U (t, ) = HE(HOU (¢, ).
Warunek poczatkowy
Ul (to, to) = 1.
Poniewaz
[Hi(t), Hi(t)] #0

rozwigzanie nie jest zwykla eksponenta. Rownanie rozniczkowe przepisujemy
w postaci catkowe]

Ul(t,to) =1+ (—z‘)/H{(t’)Uf(t’,to)dt’.
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Rzeczywiscie
iU (£, t0) = (—i)id, / HIWU (W to)dt’ = HI(0U (t o).

Rownanie catkowe mozna rozwigzacé iteracyjnie (rachunek zaburzen):
t t t'

U'(t, 1) =1+ (—z’)/dt’H{(t’) + (—z’)Q/dt’/dt”H{(t’)H{(t”) +...

to to o

Wprowadzmy uporzadkowanie czasowe

T(H{(t) Hi(ta) ... Hi(t,) = Hi(t;,) Hi(t, ) -Hf(tz'n)
gdzie:t;, = t;, =

Wowezas

/dt/dt”Hf tHI(t") = /dt/dt”T (H{(t)YH{(t")).



Sprawdzmy:

t t
1
o / dt’ / dt"T(HI(tHI (")
.t() to
1 ¢ ¥ t t
5 | [t [aemiwmien [ [ameme
o to to t/
| t t 1
5 | [t [aemiwmien [ ae [aemtemie
o to to to

t t/
_ / t / a"HL(t) HI (1)
to to



t’7'1




To sie uogodlnia na wyzsze potegi. Ostatecznie mamy

t t
—i [arHL(t') —i [ dha'Hl (@)
Ul(t, tg) =Te ™ = Te '

gdzie Hi(2') jest getodcia hamiltonianu oddzialywania w obrazie interakcji.
Od tej pory opuszczamy wskaznik 7 7.



Macierz S

Macierz rozpraszania (scattering matrix). W dalekiej przesztosci przygo-
towujemy swobodny stan |7) (od "initial"), ktory w czasie ewolucji do chwili ¢
zamienit sie w stan

Tim [ () = |3).

Pytamy jaka jest amplituda prawdopodobienstwa, ze w dalekiej przysztosci
otrzymamy stan |f) (od "final"):

Spi = lim (f [(1)) = lim  lim (f|U(ts,t1) [i) = (f] S |3}

- to—00 t1——00
S = U(oco, —00).
Poniewaz ewolucja zachowuje norme stanu
a(t)) = Ut to) |x(to))
(a(t) |a(t)) = <04<t0>|£ﬁ<t7to>U(tatol\04(to)> = (a(to) |a(to))

-~
=1

operator U jest unitarny, wiec S jest tez unitarny. Formalnie

q — Te—ifdélel(aj).
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Jak wygladaja stany |i) oraz |f)? Stan |i) jest w gestii eksperymentatora,
typowo mamy dwie nieoddziatywujace czastki o zadanych czteropedach:

i) = [p1, p2) = afal; |0)

dodatkowo mozemy miec jescze okreslone polaryzacje lub helicity. Stan kon-
cowy to okreslona liczba czastek (takich samych lub innych niz czastki pada-
jace, np. elektron+pozyton—dwa fotony) o zadanych czteropedach

f) =1pps- . pn) = a;;{a;é ..al, 0.
Dla wszystkich czastek wchodzacych 1 wychodzacych zachodzi
E’=p”+m’

sg one na powtoce masy (on mass shell).



Reguty Feynmana: prosty przyklad teoria ¢?

Mamy:
_ 1 v 2 2 g 4
L= (00 so—mw)—@so,
oL -
H=T)=——0p— L, H= (5tg02 + Ve + m2g02)
0
g
Hy = 1904
Operator S
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Operatory pola:

gdzie

Wybierzmy:

o

—

r,

1 1
)= LT

(ez(p-r—Ept)aﬁ 4+ e—z(p-r—Ept)a

= oM () + (),

MOE

0
o (z) —

zawiera e~ "ag,

zawiera e“pxa;.

1) = |p1,p2) = ap %2 0),
1f) = |1, o) = aa/aw 0) .
(fl = (P, ps| = <O\ Qg !
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CZas

o Py

o8 P,

—1 4:1: T
(0, 4l S [P, po) = (0}, py| Te i 5#1@ | py
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Rzad zerowy

D= (F111d) = (0}, 05 1 |p1, p2) = (0| agy azral; ol |0)

= (0] a ( plp{JraJr az ) aa 0)
= 057 (0| a; /aq 0) + (0] aﬁ/at aﬁ{a;;é 0)

plp 2 D1
daje zero
t f
Ot (0] Oy + g agr 10) + (0] (05,1 + @l az ) (05 + a g ) |0)
\\z—/ \v—/
daje zero daje zero
A zatem:
Sy fi = = 055 5p2p2 - 51915 (51721?’

Nie zaszlo zadne oddzialywanie. Takie przyczynki do macierzy S odrzucamy
(tzw. diagramy roztaczne — disconnected).
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CZas

p;

, PP P o}
~— P, PP P >/ P,

0 :
SE = (F11]i) = (P, ph] 1 |p1. 2) = 85,5105 + G20

P,
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Pierwszy rzad

S=1+(— )%/d% ©*(x):  +— mozna opusci¢ T

/d4x1/d4x2T M) ) + ..

Policzmy S

Interesuje nas element macierzowy

1 N
S4 = (L bl SV [p1, pa) = (—i)= / d'z (0] agag : ¢'() : ayay,
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Uporzadkowanie normalne:
Poniewaz stan poczatkowy zawiera 2 czastki, potrzebujemy dwa operatory ani-
hiliacji z S, a poniewaz stan konicowy zawiera tez 2 czastki potrzebujemy tez

2 operatory kreacji (ktore dziataja "w lewo"jako operatory anihilacji. Czyli
przyczynek da tylko czton

zatem, pamietajac ze mamy periodyczne warunki przegowe: q, = 2mn, /L i.t.d.

d?’_’ |4 1
Z Z /al?H = / — N, = 4| ==, bo pole zawlera:————
2m)? 2k, 2V E,

nl’anyanz

Uwaga tej zamiany na razie nie stosujemy, bo 0z sa deltami Kroneckera:

e () 2.

01,G2,G3,4

x (0] agagz aq aq agyag, a;; ag, |0)

~
z operatora pola
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Trzeba przekomutowaé operatory kreacji i1 anihilacji, tak by pozostaty tylko
057- Gdyby gdzies zostal wolny operator mamy zero.

T 1
<O| Qg Qg Qg

= (0 ag, (aT az + 5@7) a; ag, (a; ag, + 554171) a;% 0)

Popatrzmy najpierw na prawa strone

0] ... ag (a; ag, + 5@451) a,t 0)

= (0]...agal, aq4a~ 0) + 67,5 (0] . . . agal, |0)
= 64,7, (0] ... agal, |0) + 67,5073 (0] ... |0)

— <O‘ e (5541725%291 + 56142915(13192) ’O> :

Postepujac analogicznie z lewa strong mamy 4 cztony

Agz A, a;g*l a;;é 10)

(0] aq/aﬁ/ajf ajj aq~3a§4a;r71a;2 0)

- (5611]9’ 5%192' T 561129 561219 ) <6§3ﬁ16‘7452 T 553772554]7 1)
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Poniewaz mozna zmieni¢ nazwy zmiennych catkowania dostajemy ostatecznie
4 identyczne cztony

S(l) _ —Z—'6 % 4/d4az ot (D1 +Po—p1—p2)w
! 4]

1

Uwaga:Diagram:

(277)454(19’1 + Py — p1 — P2).

CZas
pi X pl
o P,
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Drugi rzad

S:1+( )/d4f17 o' () ;
+ 2' 4' /d4 /d%:QT ot () )+

W drugim rzedzie mamy

N\ 2
o _ L[ 1 0
x (0 agagz T (: (1) = o (22) 2) a;gla;;é 0)

Musimy umie¢ zapisaé
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Zwezenie Wicka
Rozpatrzmy prostszy przypadek:
T(: plz)py) ) = Tle(z)e(y))

1 1 . .
_ —ipr ipr T
_w/—EH‘/—QEp(e Qi+ € aﬁ)
P
Policzmy dla xg > g

TR = 30 e ¢ 4) ()

:_Z OF \/2E

( —ipr— qua 7Qg+ € Wﬂqyapa 1 et quaTa +6pr+@qya]t aT)
D g

Chvemy to przepisac¢, tak by operatory anihilacji staty po prawe;

T 1
a; J—5pq+a§ap
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co daje dla zg > 1y
1 L
T((2) 1)) yoyy = 9@ P(Y) 77 e M.
7 p

Dla yg > oy wystarczy zamieni¢ x «— y

T(o(2) (W) yyony = P(2)(y) : ++ ZQE e V1),
Uzywajac ;
d’p
>
;H / (2m)?
mamy




Warto funkcje 6 zastapi¢ trickiem wprowadzajac catke po dp” po konturze:

A X~ Yp<O
—Ep+i€

Y

Ep-ie
X0~ ¥p>0

co daje (pokazemy to w druga strone)

d*p . 1
Al — 1) — —ip(z—y)
iAr(e = y) /(2%)46 p? —m?+ic

37 1p(T—
= z/ d p4/dp0€_¢po(xo_yo) 5 6f( ’ .
(2) J (pV)” — p?2 — m? +1ie
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Zajmijmy sic catka po p:

0 —in0(z0_y0 1
/dpe”’(i’? " 0\2 _ 72 2
) (p¥)" — p? — m? +ie

Mianownik mozna rozpisac:

2 R .
(") —p*—m*+ie = (" — E,)(p" + E,)

gdzie
- 1
E,= VPt +m? —ic = /(72 + m?) (1 —ie') = By(1 — iz
gdzie
S
ﬁ? + m2°
Poniewaz interesuje nas tylko znak ¢’ mozemy opusci¢ dodatnie czynniki:
E,=E, — ic.
Stad mianownik
1 1

PV —p2—m2+ic (" — E,+ie)(p’ + E, — i)
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Wyrazenie to ma dwa bieguny
1):p’=E,—ie, 2):p’=—E,+ic.

Gdy (zg — yo) > 0 kontur domykamy u dotu i przyczynek daje biegun 1).
Dla (yo — xg) > 0 przyczynek daje biegun 2):

A X5~ Y<0

~ - Ep +ie
/dpoeipo(xoyo) — _}21 . . Ep- |:9 i
— — m* +1€
. )" —p " —yo> 0
Mamy:
B3y o~ 1Bp(x"—y") i)
A —y) = (—2mi ) 0(xg —
[ F(x y) ( 7TZ>Z/<27T>4 (CCO yO) 2Ep
iEp(x"—y") pip(Z—17)
+6(yo — $0>6 -

2F,
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W przypadku drugiej catki mozemy zmieni¢ zmienng catkownia p — —p'i
mamy ostatecznie wyrazenie wyjsciowe:

: dgﬁ —ip(x— —ip(y—x
iAp(x —y) = /2Ep(27r)3 [9(:1:0 — yo)e PV 4 G(yy — mp)e P )} .

Wyrazenie
7

p? —m?2+ic
wraz 7z przepisem na obchodzenie biegunéw nazywamy propagatorem Feyn-
mana dla pola skalarnego w przestrzeni pedow.
Pokazalismy najprostszy przyktad twierdzenia Wicka:

Tlp(z)ey) = ex)ely) : +iAp(r —y)
Ten ostatni czton nazywa sie zwezeniem Wicka;

o(2)p(y) = iAp(z — ).

Podobnie dla fotonu.
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Jesli pola nie zawierajac niekomutuj@cych operatoréw, np. pole :

7 / pgug ]5)6 (p-r—Ept) _I_d]L vg(ﬁ)e i(p-r— Ept))

to
T(p(x)y Y)Y
T(p(x)y ()
ale
(W(@)T()) = P()dy) : +()Bly)
gdzie
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: 3 i .-
IAF(p)_ p2_m2+i£

OB+ M),

P°-m’+ie

1S(p) =
_ i
 op-m+ic

_igluv

P +ie

(cechowanie!)

i DL(p),,, =
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Twierdzenie Wicka

Uporzadkowanie czasowe iloczynu pol swobodnych jest rowne sumie po wszystlich
mozliwych uporzadkowanych normalnie iloczynach pol generowanych przez zweze-

nia Wicka.
Przyktad dla czterech pdl skalarnych:

T'(prp20304) = T(p(11)p(2)P(23)0(74)) =1 Q1920304 : (1)
. m
+ 901902903904 + 10120304 1+ ..+ P1PP3Py (2)
i EEEE I
+ 101020304+ 1P1PAP3Pa T P1PP3Pa (3)

Uwaga:

e przyczynek (?77) jest liczba, reprezentowana przez diagram:

Nie daje on wkladu do amplitudy rozpraszania, gdyz nie jest diagram con-
nected.
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T(p1p203004) = T(p(1)(2)p(T3)P(24)) =2 P1P203¢04 : (1)

m I .

+ 101020304 T+ 12304 T p1papsps s (2)
i mml ]

+ 1P1P2P3P4 1 1P1PP3PA T 1 P1PIP3PY (3)

o Jezeli x4 = 19 = 23 = x4 = x, to mamy dyskutowany wczeSniej pier-
wszy rzad rachunku zaburzen. Do rozpraszania pi, po — pl, py daje wktad
przyczynek (77).

e Jezeli jako stany poczatkowy i1 koncowy wybraé stany jednoczastkowe:

i) =1[p), If) =1p)

to may tylko wktad od przyczynkow (?7) reprezentowanych diagramem
(poprawka wirtualna):

AON;
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Drugi rzad w teorii ¢*

S}?: 2' 4' /d4x1/dx2><

<p17p2| T |p1 p2>

Aby element macierzowy midey stanami dwuczacstkowymi nie znikal, musza
by¢ cztery wolne operatory pola i dwa zwezenia Wicka, ktore likwiduja cztery
operatory pola.

(p1s pol T(@(1) (1) (1) (1) 0(22) (22 (22)0(22)0(22)) [P1, P2)
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Sa trzy typy diagramow:
1. Oba zwezenia w tym samym punkcie z1 (diagram disconnected):

()P (@) p(z1) () + 9 (x2)

CZas
p:'L X pl
P, P,
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2. Jedno zwezenie w tym samym punkcie x1, drugie miedzy z; a x5 (poprawka
wirtualna + oddziatywanie):

()P (@) p(w1) () pl(1)p (2)

CZaS

P; Py
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3. Oba zwezenia miedzy roznymi punktami (oddziatywanie):

D))ol p(ws) | (o) )

CZas

P | B P PP

33
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