
Rozwiązania równania Diraka dla cząstki w spoczynku

Równania

iσ̃µ∂µψL −mψR = 0, iσµ∂µψR −mψL = 0

mają rozwiazania w postaci fal płaskich

ψL,R(x) = uL,Re−i(Et−~p·~r) = uL,Re−ipx

gdzie
uL,R

są dwukomponentowymi spinorami. Spełniony jest związek

E2 − ~p 2 = m2

(bo funkcje falowe r. Diraka spełniają też r. Kleina-Gordona). Aby znaleźć
uL,R rozwiążmy r. Diraka w układzie S ′, gdzie cząstka spoczywa ~p = 0 (σ0 =
σ̃0 = 1):

i∂′tψ
′
L = mψ′R, i∂′tψ

′
R = mψ′L.
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Rozwiązania o dodatniej energii

Ponieważ E ′ = ±m, rozpatrzmy najpierw rozwiązania o dodatniej energii
E ′ = m:

ψ′L = ue−imt′, ψ′R = ue−imt′,

czyli uL = uR = u → rozwiazania lewoskretne i prawoskretne są identyczne
(dodatnia parzystość), gdzie

u =

[
u1

u2

]
= u1

[
1
0

]
+ u2

[
0
1

]
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Spin

Podobnie jak dla fotonu zbadamy, jak wygląda generator spinu. Transfor-
macja obrotu:

MψL(x) = ψ′L(x′), NψR(x) = ψ′R(x′)

Pamietajmy
U ψL(x) = M ψL(L−1x)

czyli U = M oraz (patrz spin fotonu)

L =




1 0 0 0
0 cos φ − sin φ 0
0 sin φ cos φ 0
0 0 0 1




czyli

M = N =

[
e−iφ/2 0

0 e+iφ/2

]
= 1− iφ

[
1 0
0 −1

]
+ . . . = 1− i

φ

2
σ3 + . . .

Sz = i~ lim
φ→0

(U (φ)− 1) /φ =
~
2

[
1 0
0 −1

]
.
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Stąd mamy dla spinorów Weyla:

SzψL,R =
~
2
σ3ψL,R.

Stany własne

+
~
2
→

[
1
0

]
, −~

2
→

[
0
1

]
.

Dla bispinorów Diraka

ψ =

[
ψL

ψR

]
→ Σz =

[
σ3 0
0 σ3

]

→ Σx,y =

[
σ1,2 0
0 σ1,2

]
.

Zatem operator Casimira:

S2 =
~2

4
(Σ2

x + Σ2
y + Σ2

z) =
3

4
~2 × 1 = s(s + 1)~2 × 1 → s =

1

2
.

bo
(σi)2 = 1.
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Fale płaskie

Przejdźmy do układu S, w którym układ S ′ (zatem i cząstka) porusza się z
predkością:

~v = (0, 0, v), v > 0, tanh θ =
v

c
.

Ponieważ w rozwiązaniach jest czynnik

e−imt′

zbadajmy transformację Lorentza:

t
′
c = tc cosh θ − z sinh θ ←− v

c
= tanh θ =

sinh θ

cosh θ

= cosh θ
[
tc− z

v

c
)
]

←− 1

cosh2 θ
= 1−

(v

c

)2

←−
(v

c

)2

=
cosh2 θ − 1

cosh2 θ

= γ
[
tc− z

v

c

]
←− γ = cosh θ =

1√
1− (v/c)2

.

5



Mamy (c = 1)

p′ = (m, 0, 0, 0) = L · p
p = L−1p′ = (m cosh θ, 0, 0,m sinh θ)

E = m cosh θ = mγ, p = m sinh θ = mγv

i ostatecznie
mt′ = mγ [t− zv] = Et− pz

Mamy

ψL(x) = M−1ψ′L(x′) = e−imt′
[

e−θ/2 0
0 e+θ/2

] [
u1

u2

]
,

ψR(x) = N−1ψ′R(x′) = e−imt′
[

e+θ/2 0
0 e−θ/2

] [
u1

u2

]
.

Wybierzmy stan o Sx = +~/2, czyli u1 = 1, u2 = 0. Teraz (c = 1):

ψL(x) = e−i(Et−pz)

[
e−θ/2

0

]
, ψR(x) = e−i(Et−pz)

[
e+θ/2

0

]
.
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Skrętność (helicity)

helicity =
~Σ · ~p
|~p|

nasz stan ma ~p = (0, 0, p), więc helicity = Σz, czyli dla przypadku u1 = 1, u2 =
0 helicity = +1. Wprowadźmy bispinor o dodatniej energii i dodatnim helicity:

ψ+ =
1√
2
e−i(Et−pz)




e−θ/2

0
e+θ/2

0


 .

Analogicznie dla u1 = 0, u2 = 1 mamy bispinor o ujemnej skrętności:

ψ− =
1√
2
e−i(Et−pz)




0
e+θ/2

0
e−θ/2


 .
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Rozwiązanie dla dowolnego ~p = (px, py, pz) otrzymujemy poprzez obrót.
Obrót zachowuje helicity. Zatem dla jesli obrót przekształca

~p ′ = (0, 0, p) → ~p = (px, py, pz)

u+(~p ′) =
1√
2




e−θ/2

0
e+θ/2

0


 → u+(~p) :

~Σ · ~p
|~p| u+(~p) = u+(~p) =

1√
2

[
e−θ/2 |+〉
e+θ/2 |+〉

]
,

gdzie
~σ · ~p
|~p| |±〉 = ± |±〉 , gdzie

[
1
0

]
→ |+〉

[
0
1

]
→ |−〉

Podsumowując

ψ+ = e−i(Et−~p·~r)u+(~p) = e−ipµxµu+(~p), ψ− = e−ipµxµu−(~p),

gdzie

u+(~p) =
1√
2

[
e−θ/2 |+〉
e+θ/2 |+〉

]
, u−(~p) =

1√
2

[
e+θ/2 |−〉
e−θ/2 |−〉

]
.
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Rozwiązania o ujemnej energii

i∂′tψ
′
L = mψ′R, i∂′tψ

′
R = mψ′L.

Rozwiązania dla E ′ = −m:

ψ′L = veimt′, ψ′R = −veimt′

czyli vL = −vR = v → rozwiazania lewoskrętne i prawoskretne różnią się
znakiem (ujemna parzystość).
Boost:

p = L−1p′ = (−m cosh θ, 0, 0,−m sinh θ)

E = −m cosh θ = −mγ, p = m sinh θ = −mγv

(pęd ma znak minus w stosunku do rozw. z E > 0) i ostatecznie

mt′ = mγ [t− zv] = −(Et− pz)
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Rozwiązania o dodatniej i ujemnej helicity (przeciwnie niż dla rozw. z E > 0):

ψ+ =
1√
2
e−i(Et−pz)




0
e+θ/2

0
−e−θ/2


 , ψ− =

1√
2
e−i(Et−pz)




−e−θ/2

0
e+θ/2

0


 .

Po dokonaniu obrotu

ψ+ = e−ipµxµv+(~p), ψ− = e−ipµxµv−(~p), p = (−mγ,−mγ~v)

lub
ψ+ = eipµxµv+(~p), ψ− = eipµxµv−(~p), p = (mγ, mγ~v)

gdzie

v+(~p) =
1√
2

[
e+θ/2 |−〉

−e−θ/2 |−〉
]

, v−(~p) =
1√
2

[ −e−θ/2 |+〉
e+θ/2 |+〉

]
.

Łatwo wykazać, że dla rozwiązań z ujemną energią:

ψψ = ψ†LψR + ψ†RψL = −1.

Interpretacja → morze Diraka.
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Tensor energii i pędu

Zapiszmy

L = ψ(iγµ∂µ −m)ψ

= iψ∗a∂0ψa + ψ∗cγ
0
cb︸ ︷︷ ︸

ψb

(
iγk

ba∂k −mδba

)
ψa.

Traktując ψ∗a i ψa jako niezależne mamy

T µ
ν =

∂L
∂(∂µψa)

∂νψa − Lδµ
ν

T 0
0 = iψ∗a∂0ψa − L =ψ

(−iγk∂k + m
)
ψ

Rzeczywiście dla p = 0 → H = T 0
0 = mψψ = ±m. Z kolei pk = T 0

k

T 0
k = iψ∗a∂kψa = iψγ0∂kψ.
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Rozkład na fale płaskie

Rozwiązanie ogólne (Ep = +
√

~p2 + m2):

ψ =
1√
V

∑

~p,ε=±

√
m

Ep

(
b~p εuε(~p)e−i(Ept−~p·~r) + d∗~p εvε(~p)ei(Ept−~p·~r)

)

(u oraz v są bispinorami 4 wym.). Zmiana normalizacji

1√
2ω

→
√

m

E

stanowi problem dla cząstek bezmasowych (w wielkościach fizycznych masa się
upraszcza i można przejść do granicy m = 0).
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Własności ortogonalności (ε = ±):

u†ε(~p)uε(~p) = v†ε(~p)vε(~p) =
Ep

m
,

u†ε(~p)u−ε(~p) = v†ε(~p)v−ε(~p) = 0,

u†ε(~p)vε′(−~p) = v†ε(−~p)uε′(~p) = 0.

Na przykład:

u†+(~p)u+(~p) =
1

2

[
e−θ/2 〈+| e+θ/2 〈+|] [

e−θ/2 |+〉
e+θ/2 |+〉

]
=

e−θ + eθ

2

= cosh θ =
E

m
.

Mamy:

H =
∑

~p,ε=±

(
b∗~p εb~p ε − d~p εd

∗
~p ε

)
Ep, ~P =

∑

~p,ε=±

(
b∗~p εb~p ε − d~p εd

∗
~p ε

)
~p.

oraz ∫
d3xψ†ψ =

∑

~p,ε=±

(
b∗~p εb~p ε + d~p εd

∗
~p ε

)
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Rozkład w bazie helicity:

ψL =
1√
V

∑

~p

√
m

2Ep[(
b~p +e−θ/2 |+〉 + b~p−e+θ/2 |−〉

)
e−i(Ept−~p·~r)

+
(
d∗~p+ e+θ/2 |−〉 − d∗~p− e−θ/2 |+〉

)
e+i(Ept−~p·~r)

]

ψR =
1√
V

∑

~p

√
m

2Ep[(
b~p +e+θ/2 |+〉 + b~p−e−θ/2 |−〉

)
e−i(Ept−~p·~r)

−
(
d∗~p+ e−θ/2 |−〉 − d∗~p− e+θ/2 |+〉

)
e+i(Ept−~p·~r)

]

Dla każdego ~p są cztery niezależne współczynniki zespolone (spinory Diraka):

b~p +, b~p−︸ ︷︷ ︸
cząstki

, d∗~p+ , d∗~p−︸ ︷︷ ︸
antycząstki
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Można narzucić warunek:

d~p+ = b~p +, d~p− = b~p−

są to wtedy spinory Majorany : cząstki i antycząstki są identyczne.
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Granica relatywistyczna

Pamiętajmy
m

E
=

1

cosh θ
=

2

eθ + e−θ

√
m

E
eθ/2 =

√
2eθ

eθ + e−θ
=

√
eθ + e−θ + eθ − e−θ

eθ + e−θ
=
√

1 + tanh θ =

√
1 +

v

c√
m

E
e−θ/2 =

√
2e−θ

eθ + e−θ
=

√
eθ + e−θ − eθ + e−θ

eθ + e−θ
=
√

1− tanh θ =

√
1− v

c

W granicy v/c → 1 √
m

E
eθ/2 →

√
2,

√
m

E
e−θ/2 → 0

ψL =
1√
V

∑

~p

[
b~p− |−〉 e−i(Ept−~p·~r) + d∗~p+ e+θ/2 |−〉 e+i(Ept−~p·~r)

]

ψR =
1√
V

∑

~p

[
b~p + |+〉 e−i(Ept−~p·~r) + d∗~p− e+θ/2 |+〉 e+i(Ept−~p·~r)

]

16



ψL =
1√
V

∑

~p

[
b~p− |−〉 e−i(Ept−~p·~r) + d∗~p+ e+θ/2 |−〉 e+i(Ept−~p·~r)

]

ψR =
1√
V

∑

~p

[
b~p + |+〉 e−i(Ept−~p·~r) + d∗~p− e+θ/2 |+〉 e+i(Ept−~p·~r)

]

W granicy v/c → 1 czyli m/E → 0 spinory ψL i ψR są niezależne i zawierają
tylko stany o jednej skrętności (helicity). Jak się okaże w modelu standard-
owym bezmasowe neutrina są lewoskrętne.
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Oddziaływanie – elektrodynamika
Prawa zachowania ↔ symetrie gęstości Lagrange’a

L = ψ (iγµ∂µ −m) ψ

jest niezmienniczy względem globalnej transformacji U(1):

ψ(x) → ψ′(x) = e−iαψ(x)

Dokonajmy wariacji
α → α′(x) = α + δα(x)

∂µ

(
e−iα′(x)ψ(x)

)
= e−iα′(x)∂µψ(x) + ψ(x)∂µe

−iα′(x)

= e−iα′(x)∂µψ(x)− ie−iα′(x)ψ(x)∂µ (δα(x))

δS = S ′ − S =

∫
d4x ψγµψ ∂µ (δα(x)) = −

∫
d4x ∂µ

(
ψγµψ

)
δα(x).

Stąd równanie ciągłości

∂µ

(
ψγµψ

)
=

∂

∂t

(
ψγ0ψ

)
+ ~∇ · (ψ~γψ

)
= 0.
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Gęstość prawdopodobieństwa:

P = ψγ0ψ = ψ†ψ =

4∑
a=1

|ψa|2
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Wmechanice klasycznej oddziaływanie z polem elektromegnetycznym wprowadzamy

E → E − qΦ, ~p → ~p− q ~A,

(dla elektronu q = −e) w mechanice kwantowej

i∂µ → iDµ = i∂µ − qAµ = i (∂µ + iqAµ) .

Zatem

L = ψ (γµ (i∂µ − qAµ)−m) ψ − 1

4
FµνF

µν − JµAµ

= ψ (γµi∂µ −m) ψ − 1

4
FµνF

µν − (Jµ + qψγµψ)Aµ

Symetria wzgledem transformacji cechowania

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µχ(x)

ψ(x) → ψ′(x) = e−iqχ(x)ψ(x)

20



Sprzężenie ładunkowe
Zamiana cząstki (E > 0) na antycząstkę (E < 0), także q → −q:

e−iEt → e+iEt =
(
e−iEt

)∗
.

(γµ (i∂µ − qAµ)−m) ψ = 0 ←− sprzężenie zepolone
(γ∗µ (−i∂µ − qAµ)−m) ψ∗ = 0

Pamiętajmy

γ0 =

[
0 1
1 0

]
, γi =

[
0 σi

−σi 0

]

(γ0,1,3)∗ = γ0,1,3, (γ2)∗ = −γ2, a także (γ2)T = γ2, bo
(
σi

)T
= −σi.

Mamy
γ2(γ0,1,3)∗ = −γ0,1,3γ2, γ2(γ2)∗ = −γ2γ2

i dalej
((γµ)∗ (−i∂µ − qAµ)−m) ψ∗ = 0 ←− γ2×

(γ µ (i∂µ + qAµ)−m) γ2ψ∗ = 0 ←− Ac = −A,ψc = −iγ2ψ∗(
γµ

(
i∂µ − qAc

µ

)−m
)
ψc = 0
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Wprowadziliśmy (i− konwencja)

ψc = −iγ2

︸︷︷︸
rzeczywiste

ψ∗

lub
ψc

L = −iσ2ψ∗R, ψc
R = +iσ2ψ∗L

Relacje odwrotne :

ψ∗ = −iγ2ψc ←− (
γ2

)2
= −1

ψ = −iγ2 (ψc)∗ ←− −iγ2 ∈ R

ψ† = −i (ψc)T γ2 ←− (
γ2

)T
= γ2

pozwalają wykazać, że gęstość Lagrange’a jest niezmiennicza, np:

ψψ = ψ†γ0ψ = − (ψc)T γ2γ0γ2 (ψc)∗ = − (ψc)T γ0 (ψc)∗

Rozpiszmy:

−(ψc)a γ0
ab (ψc)∗b︸ ︷︷ ︸

przestawmy pola ψ

= + (ψc)∗b γ0T
ba (ψc)a = (ψc)† γ0ψc = ψcψc.

Pola ψ antykomutują (!!!!).
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Oddziaływujące pole skalarne

Równanie Kleina-Gordona:

−∂µ∂
µϕ−m2ϕ = 0

Zasada minimalnego sprzężenia:
[
(i∂µ − qAµ)(i∂

µ − qAµ)−m2
]
Φ = 0.

Rozwiązania są zespolone, dlatego

Φ =
1√
2

(φ1 + iφ2) .

Gęstość Lagrange’a

L = −(i∂µ + qAµ)Φ
∗(i∂µ − qAµ)Φ−m2Φ∗Φ = 0.

Od razu widać, że Φ∗ sprzęga się z ładunkiem −q:

Φ → Φc = Φ∗

A → Ac = −A.

Gęstość lagrange’a jest niezmiennicza po pola Φ komutują.

23


