Rozwigzania rownania Diraka dla czastki w spoczynku

Rownania
i&uaqu — m@DR = O, ia“&usz — me =0

maja rozwiazania w postaci fal ptaskich

—i(Et—p'1) —ipx

Yr.r(x) =ur ge = UL RE

gdzie
UL R

sa dwukomponentowymi spinorami. Spetniony jest zwigzek
E? — 5% = m?

(bo funkcje falowe r. Diraka spelniaja tez r. Kleina-Gordona). Aby znalez¢
uy g rozwiazmy 1. Diraka w ukladzie S, gdzie czastka spoczywa p= 0 (¢" =
~0 .
g’ =1):

i0pby, = milp,  i0p = majy.



Rozwiazania o dodatniej energii

Poniewaz E' = £m, rozpatrzmy najpierw rozwigzania o dodatniej energii
E' =m:
,(p/L _ ue—z’mt’) w}_{ _ ue—z'mt/7
czyli uy, = up = u — rozwiazania lewoskretne 1 prawoskretne sg identyczne
(dodatnia parzystosc), gdzie

[a] -+l



Spin

Podobnie jak dla fotonu zbadamy, jak wyglada generator spinu. Transfor-
macja obrotu:

Myp(x) = ¢ (z'),  Nig(z) = ¢Yp(a’)
Pamietajmy
Upr(x) = M (L™ x)
czyli U = M oraz (patrz spin fotonu)

(1 0 0 0
0 cosgp —sing 0

L= 0 sing cos¢ 0
0 0 0 1
czyli
e 102 () 110 D 5
M—N—[ 0 €+i¢/2]_1_z¢[0—1 +...—1—z§0 + ...

. A1l 0
s.—inlim (U(6) - /o=3 |y |
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Stad mamy dla spinorow Weyla:

h

SVLR = 503¢L,R-

[ 411

Y B a3 0
o= i) === 15 o)
e[ )

Stany wlasne
+h
2

Dla bispinoréw Diraka

O 0.1,2

Zatem operator Casimira:

2

h 3 1

bo |
(0" = 1.
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Fale ptaskie

Przejdzmy do uktadu S, w ktorym uktad S’ (zatem i czagstka) porusza sie z
predkoscia:
v
= (0,0,v), ©v>0, tanhf=—.
c
Poniewaz w rozwiazaniach jest czynnik
—imt’

€

zbadajmy transformacje Lorentza;

/ inh @
tc=tccoshf — zsinh 6 <—B:tanh8: S
C cosh 6
v 1 D\ 2 v\2  cosh?f — 1
= cosh 0 [tc— z—)] ¢ s =1— (—) PR <_) — >
C cosh” 6 C C cosh” 6
v 1
zv{tc—z—} «—— v =coshf =
c V1= (v/c)?



Mamy (¢ =1)
p’: (TTL,0,0,0) :Lp
p=L""p = (m cosh 8, 0,0, msinh 0)
E =mcoshf =m~, p=msinhf =m~yv

1 ostatecznie
mt' =my[t — zv] = Et — pz

Mamy
, —0/2 0
_ 10 (0 _ —imt' | € Uq
vi(z) =M™ yYp(a’) =e [ 0 €+9/2] [u2] :
g ot | €20 Uy
nle) =N Mpta) = e | €T Sl

Wybierzmy stan o S, = +h/2, czyli uy = 1,us = 0. Teraz (c = 1):

6_0/2 6+9/2 ]

Yr(x) = ¢ U Et=p2) [ ) ] L Yz = o~ i(Et—pz) [ )



Skretnosé (helicity)
Sy
1]
nasz stan ma p'= (0,0, p), wiec helicity = 3., czyli dla przypadku u; = 1, uy =
0 helicity = +1. Wprowadzmy bispinor o dodatniej energii i dodatnim helicity:

_@_9/2_

helicity =

0, = i) | 0

\/Q 6+9/2
0

Analogicznie dla uy = 0, us = 1 mamy bispinor o ujemnej skretnosci:

0

_ Le—i(Et—pz) 6+9/2
V2 0
6—0/2




Rozwigzanie dla dowolnego ¢ = (ps,py, p.) otrzymujemy poprzez obrot.
Obrét zachowuje helicity. Zatem dla jesli obrot przeksztatca

ﬁ, — (070717) — ﬁ: (pxopyapz>

/2
Lo 1o L. p 1[‘9/2|+>]
/
ur(p') = —= — Uy (p) : —=—uy (P p)=—=
—|—< ) \/§ €_|_9/2 +<_> ‘ﬂ +<_> (_> \/* -|—9/2’_1_>
- O -
gdzie
e Y I U K R
T | 0 1
Podsumowujac
Yr = e T () = e P (), - = e (p),
gdzie

0 == | Sl | = 2| ol |



Rozwiagzania o ujemnej energii

i)y, = mip, 10k = myy.

Rozwigzania dla ' = —m:
/! imt! ! imt!
wL = ve ) ¢R = —ve
czyli v = —vp = v — rozwiazania lewoskretne 1 prawoskretne roznia sie

znakiem (ujemna parzystosc).
Boost:
p= L_lp/ = (—mcosh 8,0,0, —m sinh 0)

E=—mcoshf = —m~vy, p=msinhf=—m~v

(p@d ma znak minus w stosunku do rozw. z E > O) 1 ostatecznie

mt' = my [t — z2v] = —(Ft — p2)



Rozwiazania o dodatniej i ujemnej helicity (przeciwnie niz dla rozw. z E > 0):

o0 e
1, et/ I 0
_ —i(Et—pz) _ —i(Et—pz)
= —c¢ , Yo =——e
,Qb—i- \/§ O w \/i €+0/2
] _6—9/2 | ] 0 |

Po dokonaniu obrotu

Yy =e P (p), Yo =e PP (p), p=(—my,—myD)
lub
by = P o (p), Yo =P ru_(p), p = (mry,my0)
gdzie
+0/2 | ey’
-] -3

Latwo wykazac, ze dla rozwigzan z ujemna energia:

Py = Yir+ YRr = —1.
Interpretacja — morze Diraka.

10



Tensor energii 1 pedu

Zapiszmy
L =y(ir"0, — W
Zw a()77bCL + ¢ /ch (Z/Yba mgba) ¢a~
@/Jb
Traktujac ¥} 1 1, jako niezalezne mamy
oL
T'= ——0,v, — Lo}
90,00 "

= i1, 000 — L =0 (—in" 0 +m)
Rzeczywiscie dla p = 0 — H = T{ = mayp = +m. Z kolei p, = T}
7)) = i, 06a = ipy O
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Rozktad na fale ptaskie

Rozwigzanie ogélne 5> + m?):

¢ - \/7 Z \/ p€u8 ﬁ)e (Ept=p7) ‘I'd* Ua(@ei@pt_ﬁf))

pe==+
(u oraz v sg bispinorami 4 wym.). Zmiana normalizacji

&

stanowi problem dla czastek bezmasowych (w wielkosciach fizycznych masa sie
upraszeza 1 mozna przejsé do granicy m = 0).
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Wtasnosci ortogonalnosci (e = +£):
E,
ul(P)u=(p) = vi(P)v=(p) = —*

m

ul(P)u—-(p) = vl(P)v--(p) =
ul(p)vs(—p) = vl(= %/(7= -

Na przyktad:

1 [o—0/2 +6/2 —0/2 e 0 1 b
i _ L emE ] e e | e Tt
o7 = 5 | SULITSY R
E
= coshf = —.
m
Mamy:
H=Y (bpbse—dedi) Ey,y P =) (bibp — dydi) .
pe==+ p,e==

oraz

/ Prpip= 3 (bibe + dyeds,)

pe==%
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Rozklad w bazie helicity:

1 m
V=2 o,

[(bﬁJre—Q/Q |_|_> 4 bﬁ_€+9/2 |_>) e—i(Ept—ﬁF)
+ (dy €2 =) = d_e 02 ) ) e iE)

Vn = fZ\/;

TR
o (d;+ 6—9/2 |_> . d;»_ €+9/2 ‘_|_>) 6+i(Ept—ﬁF)}
Dla kazdego p'sa cztery niezalezne wspotezynniki zespolone (spinory Diraka):

* S
bpt b B+ > A

Vv . Ve
czastki antyczastki
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Mozna narzuci¢ warunek:
dﬁ—i— — bﬁ—f—? dp’_ — bﬁ_

sa to wtedy spinory Majorany: czastki 1 antyczastki sa identyczne.
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Granica relatywistyczna

Pamietajmy
m 1 2

" coshf el e ?

Im / +e 04l — et v
—60/2 0 0 \/ 0 —0 = V1 +tanhf = (/1 + -
e’ + e e’ + e C

2e—"Y el +e0 — el 4+ 0 v
e 2 = -~ — /1 —tanhf = /1 — -
B el + et \/ el + et v bl c

W granicy v/c — 1
/%66/2 V2 %6—9/2 0

b = {bﬂ_ =) i Ept=F7) dz, et0/2) ) o Hi(Ept—p7)
fz |

b = L\/Z [bm ) e HEFD | g M2 |y BT
- _
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by = _Z |:b]§’_ =) e Ent=FT) | g e t02| o Hi(Ept—p7)

YR

1 [ —i(Ept—p7 0/2 (Ept—p-7) |

= —Z by |+) e Ert pr)+d]§»_e+/ [+) eTi(Ept =P
VIV -
W granicy v/c — 1 czyli m/E — 0 spinory @y, 1 ¢p sa niezalezne i zawieraja

tylko stany o jednej skretnosci (helicity). Jak sie okaze w modelu standard-
owym bezmasowe neutrina sa lewoskretne.
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Oddzialywanie — elektrodynamika
Prawa zachowania «— symetrie gestosci Lagrange’a

L= @(i’w@u —m)

jest niezmienniczy wzgledem globalnej transformacji U(1):
Y(@) = Y(z) = e Y(x)

Dokonajmy wariacji
a — o/(a:) = a+ da(x)

0 (H0) = )
= ¢ ' (w) — e ()0, (5a(z))
6S=5"—-85= /d4aj@7“w 0, (0a(x)) = —/d4:1: Oy (') da(z).
Stad rownanie ciggtosci
_ o _ L
0, (') = & (52'0) + ¥ - (57) =0
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Gestosé prawdopodobienstwa:

4
P =y =yl =) [y, [*
a=1
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W mechanice klasycznej oddziatywanie z polem elektromegnetycznym wprowadzamy
E—E—qb §—p—qA
(dla elektronu ¢ = —e) w mechanice kwantowe;
1ot — 1DF =0t — qAM =i (0" +iqAY) .
Zatem

_ 1 )
L= 0, —qA,) —m)p — ZFWF“ — JI'A,

_ 1 ) _
— w (”}/MZ({)N o m) 10 T EF,LLVFM - (JM =+ Q¢7M¢>Au
Symetria wzgledem transformacji cechowania
Aulz) — Al () = Au(x) + Oux ()
() — ¢(x) = e N (a)
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Sprzezenie tadunkowe

Zamiana czgstki (E > 0) na antyczastke (E < 0), takze ¢ — —¢:

_. . _- *
e 1Bt _ 6+2Et _ (6 zEt) .

(v (0, — qA,) —m)1p =0 «— sprzezenie zepolone
(v (=0 — qAy) —m) P =0

Pamietajmy |
0 01 ; 0 of
= [lo) =[5
(AO13Y = AOL3 (25 = 22 4 takze (42)T = 42, bo (Uz')T — 4
Mamy
VAAOLBYE = AOLBN2 22 200
1 dalej

(V") (=10, — qA) —=m) " =0 X
(V" (i0, 4+ qA,) —m) Y =0  —— A= —A, ¢ = —iy**
(7 (0, — qA;,) —m) ¢° =0
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Wprowadzilismy (i— konwencja)
c__ ;A2 *
V= o» (0
rzeczywiste
lub
V) = —io*Yy, Yk = +io’yY
Relacje odwrotne :
2
W ——w¢ — () =-1
Y =—iv? () — —iy’ €R
T
=)' v — (v") =7
pozwalaja wykazac, ze gestos¢ Lagrange’a jest niezmiennicza, np:
P =91 = — () 720 () = — () ()"
Rozpiszmy:
—()u e (), = + (0 o (4, = () 297 = 9y

~
przestawmy pola 1)

Pola ¢ antykomutuja (!!!!).
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Oddzialywujace pole skalarne
Rownanie Kleina-Gordona:
—0,0"0 —m*p =0
Zasada minimalnego sprzezenia;
(10, — qA,,) (10" — gA") —m?] & = 0.

Rozwiagzania sa zespolone, dlatego

1
O =— (¢ +icy).
NG (@1 + i)
Gestos¢ Lagrange’a
L= —(i0, + qA,)0*(i0" — gA")® — m*d*D = 0.

Od razu wida¢, ze ®* sprzega sie z tadunkiem —gq:

b — O = P~
A— A= —-A.

Gestosé lagrange’a jest niezmiennicza po pola ® komutuja.
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