Spinory Weyla

Rownanie Diraka: .

Rozpiszmy ¢ przy uzyciu dwukomponentowych spinorow Weyla:

o w o —O'Z'O o 01
St i R i

Rownanie Diraka jest rownowazne dwom réwnaniom:
(i@t _ iz 6) N —)
(zat i ﬁ) g — maby = 0.
Wprowadzajac ,czterowektory”
o''=(1,7), o'=(1,-0)

pamietajac, ze

— —

a,u — (ata v)? alu — (ata _v)
malny
i5M8M¢L — me = 0, Z'O'Ma/ﬂﬁ}g — m¢L = 0.



Widzimy, ze w przypadku m = 0 réwnania na vz, 1 ¥r sa niezalezne.

L = ith] 610,01 + i ho"8,hr — m(Pibg + i)



Grupa SL(2,C)

Grupa zespolonych macierzy 2 X 2 o wyznaczniku 1. 4 parametry zespolone
— 8 rzeczywistych, det = 1 — dwa réwnania rzeczywiste, stad jest to grupa
0-cio parametrowa, tak jak grupa Lorentza.

7 kazdym czterowektorem x kojarzymy macierz hermitowska:

) + 20zl —ix?
X(z) = o+ 20— 23

02 1)2 212 312
det X = (z7)" — (x7)" — (27)" — (2°)" = 2''x,.

WezZzmy
M € SL(2,0)
MX'M=X lub X' =MYHXMH
Poniewaz X' jest tez hermitowska, istnieje czterowektor o’ taki, ze
ZIZ/O + ZC/?’ :E"l . ix/Q
x,/l —|—’é:L"2 x/() _ I‘/?’

X'(2") =

Transformacja (*) zachowuje wyznacznik, wiec

/

P o
etr, =a ",
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Zatem M odpowiada pewnej (wlasciwej) transformacji Lorentza L* . Dla
M = 1 zachodzi L = 1. Jednakze macierze M oraz —M odpowiadaja tej
same] transformacji Lorentza.

Jak wyliczyé L dla danego M7

Zauwaziy
X(z) = 1,6" = 2’0" + 2'o! + 2%0* + 2°0”
B 2V 4+ 2 xl — ia?
ol +iz? 2V — o?
Analogicznie

X'(2) = 2),6"



Pamietajmy

stad /
vla), =L" L, "2'c; =a"x, — L' L,
1
L ,L," =09,

Sa to macierze wzajemnie odwrotne.

57’



Terayz

X'(a") =2l 0" =6"L, "z,

X=MXM=MG¢'ML, "z, =d"z,
Mamy wiec réwnosc
MG"M L, " =6"  x L
M'6™M =L" 6"
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Dla macierzy o zachodzi
Trota” = 201

zatem | |
L, =T (6"M'6™M) = ST (o, M'67M) .

Analogicznie mozna zdefiniowa¢ macierze
Y(z) =z,0",
ktore transformuja sie
N'Y'N=Y = Ni¢"N=L" o
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Macierze M 1 N sa powigzane
NMT=1.



Transformacja rownania Diraka

Zapiszmy gestos¢ Lagrange’a dla czastek Diraka w uktadzie S:

L = ity (2)6" Oy () + it ()0 () — M) (1) r(x) + Vh(w)r(w))
Zachodzi

50, = M'G"M L, "0, = M'6"M 0.
gdzie uzyto:

F'=M'¢"ML," L,"9,=07,
Analogicznie
"0, = Ni6™NO..

Aby czton kinetyczny byl niezmienniczy

My (x) = ¢i(a), Nip(z) = PR(a)
Czton masowy
YL@ r@) k() (r) = Y5 (@) (M) TN ()9 (@) (N T M ) ()

jest niezmienniczy, jesli

(MOHTINT = (N)M =15 MIN=NM=1.
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Przyktady transtormacji

Obrot } i}
1 0 0 0

0 cosf sinf 0O

M p—
L= 0 —sinf cos@ O
0 0 0 1]
to M 1 N sa unitarne:
62'(9/2 0
M =N = [ 0 e—fze/z]

FLatwo sprawdzi¢ ze wzoru



Przyktady transtormacji
Boost (v/c = tanh 0):

- coshf 0 0 —sinh@ |
0 10 0
nooo_
L, = 0 01 0
_—Siﬂh@ 0 0 coshf ]

to M 1 N nie sg unitarne

e’2 0 e 02 ()
M:[ 0 6—9/2]? N:[ 0 69/2]'
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Parzystos¢

Fr—r7r =-r, V-V =-V
Mamy
6”0; =00y, 0”(9; = 0"0,,.
Gestosé¢ Lagrange’a pozozstaje niezmiennicza gdy
Yr(e) = O (') = Ya(@)
Yrle) = h(a) = vr (o)
7z doktadnoscia do fazy e, ktora wybieramy o = 0.
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Macierze gamma, formy wspoélzmiennicze

Wprowadza sie |
V=8, 2 =P
Wtedy
VA =T = 2" <
(") =1 () =-1
w innych przypedkach zero.
L=l6Eo, +id -V — fm
= ¢y (i7°0; + i°d - V — 7" Bm)
= Y(i7" 9, — m)¢
gdzie

O
w JR— w’l‘,\‘/
a rownanie Diraka ma postac

(iy"0, — m) = 0.
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W reprezentacji chiralne;

0_01 P Oai_>u_00/“‘
T =10l T T =6 0 T T e 0

Wprowadza sie

Zauwazmy, ze

1 1o Y] Y]
PL_§<1_V5>w__O 0_ _wR___O_’
1 s |00 vl [ 0]
PR_2<1+7>¢_ _0 1_ _wR_ - _wR_

sq operatorami rzutowyms.
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Formy biliniowe

Wig + i = 9y (skalar)
i(?ﬂ% — IDL%DL) — i7" (pseudoskalar)
@5“% + QﬂEU“wR = Yy (wektor)
??25 fabr, — ?ﬁ};a“?ﬁ}z = @757“ Y (pseudowektor)
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