
Spinory Weyla

Równanie Diraka:
(i∂t + i~α · ~∇− βm)ψ = 0.

Rozpiszmy ψ przy użyciu dwukomponentowych spinorów Weyla:

ψ =

[
ψL

ψR

]
, αi =

[ −σi 0
0 σi

]
, β =

[
0 1
1 0

]
.

Równanie Diraka jest równoważne dwóm równaniom:(
i∂t − i~σ · ~∇

)
ψL −mψR = 0,

(
i∂t + i~σ · ~∇

)
ψR −mψL = 0.

Wprowadzając „czterowektory”

σµ = (1, ~σ), σ̃µ = (1,−~σ)

pamietając, że
∂µ = (∂t, ~∇), ∂µ = (∂t,−~∇)

mamy
iσ̃µ∂µψL −mψR = 0, iσµ∂µψR −mψL = 0.
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Widzimy, że w przypadku m = 0 równania na ψL i ψR są niezależne.

L = iψ†Lσ̃µ∂µψL + iψ†Rσµ∂µψR −m(ψ†LψR + ψ†RψL)
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Grupa SL(2,C)

Grupa zespolonych macierzy 2× 2 o wyznaczniku 1. 4 parametry zespolone
→ 8 rzeczywistych, det = 1 → dwa równania rzeczywiste, stąd jest to grupa
6-cio parametrowa, tak jak grupa Lorentza.
Z każdym czterowektorem x kojarzymy macierz hermitowską:

X(x) =

[
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

]

det X = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = xµxµ.

Weźmy
M ∈ SL(2,C)

M †X ′M = X lub X ′ = (M−1)†XM−1.(*)
Ponieważ X ′ jest też hermitowska, istnieje czterowektor x′ taki, że

X ′(x′) =

[
x′ 0 + x′ 3 x′ 1 − ix′ 2

x′ 1 + ix′ 2 x′ 0 − x′ 3

]

Transformacja (*) zachowuje wyznacznik, więc

xµxµ = x′µx′µ.
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Zatem M odpowiada pewnej (właściwej) transformacji Lorentza Lµ
ν. Dla

M = 1 zachodzi L = 1. Jednakże macierze M oraz −M odpowiadają tej
samej transformacji Lorentza.
Jak wyliczyć L dla danego M?
Zauważmy

X(x) = xµσ̃
µ = x0σ0 + x1σ1 + x2σ2 + x3σ3

=

[
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

]

Analogicznie
X ′(x′) = x′µσ̃

µ
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Pamiętajmy

x
′µ = Lµ

ν xν,

x′ρ = gρµL
µ

νg
ντ xτ = L τ

ρ xτ

stąd
x
′µx′µ = Lµ

ν L τ
µ xνxτ = xνxν → Lµ

ν L τ
µ = δτ

ν

i
Lτ

ν L ν
µ = δτ

µ.

Są to macierze wzajemnie odwrotne.
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Teraz

X ′(x′) = x′µσ̃
µ = σ̃µL ν

µ xν

X = M †X ′M = M †σ̃µM L ν
µ xν = σ̃νxν

Mamy wiec równość

M †σ̃µM L ν
µ = σ̃ν × Lτ

ν

M †σ̃τM = Lτ
νσ̃

ν

Dla macierzy σ zachodzi
Tr σ̃µσ̃ν = 2δµν

zatem
Lτ

µ =
1

2
Tr

(
σ̃µM †σ̃τM

)
=

1

2
Tr

(
σµM

†σ̃τM
)
.

Analogicznie można zdefiniować macierze

Y (x) = xµσ
µ,

które transformują się

N †Y ′N = Y → N †στN = Lτ
νσ

ν.
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Macierze M i N są powiązane

NM † = 1.
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Transformacja równania Diraka

Zapiszmy gęstość Lagrange’a dla cząstek Diraka w układzie S:
L = iψ†L(x)σ̃µ∂µψL(x) + iψ†R(x)σµ∂µψR(x)−m(ψ†L(x)ψR(x) + ψ†R(x)ψL(x))

Zachodzi
σ̃µ∂µ = M †σ̃νM L µ

ν ∂µ = M †σ̃τM ∂′τ
gdzie użyto:

σ̃µ = M †σ̃νM L µ
ν , L µ

ν ∂µ = ∂′ν
Analogicznie

σµ∂µ = N †στN∂′τ .
Aby człon kinetyczny był niezmienniczy

MψL(x) = ψ′L(x′), NψR(x) = ψ′R(x′)

Człon masowy
ψ†L(x)ψR(x)+ψ†R(x)ψL(x) = ψ′ †L (x′)(M †)−1N−1ψ′R(x′)+ψ′ †R (x′)(N †)−1M−1ψ′L(x′)

jest niezmienniczy, jeśli
(M †)−1N−1 = (N †)−1M−1 = 1 → M †N = N †M = 1.
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Przykłady transformacji

Obrót

Lµ
ν =




1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1




to M i N są unitarne:

M = N =

[
eiθ/2 0

0 e−iθ/2

]

Łatwo sprawdzić ze wzoru

Lµ
ν =

1

2
Tr

(
σ̃νM †σ̃µM

)
.
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Przykłady transformacji

Boost (v/c = tanh θ):

Lµ
ν =




cosh θ 0 0 − sinh θ
0 1 0 0
0 0 1 0

− sinh θ 0 0 cosh θ




to M i N nie są unitarne

M =

[
eθ/2 0
0 e−θ/2

]
, N =

[
e−θ/2 0

0 eθ/2

]
.
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Parzystość

~r → ~r ′ = −~r, ~∇ → ~∇′ = −~∇
Mamy

σ̃µ∂′µ = σµ∂µ, σµ∂′µ = σ̃µ∂µ.

Gęstość Lagrange’a pozozstaje niezmiennicza gdy

ψL(x)
P→ ψPL (x′) = ψR(x),

ψR(x)
P→ ψPR(x′) = ψL(x)

z dokładnością do fazy eiα, którą wybieramy α = 0.
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Macierze gamma, formy współzmiennicze

Wprowadza się
γ0 = β, γi = βαi.

Wtedy

γµγν + γνγµ = {γµ, γν} = 2gµν × 1

(γ0)2 = 1, (γi)2 = −1

w innych przypedkach zero.

L = ψ†(i∂t + i~α · ~∇− βm)ψ

= ψ†γ0(iγ0∂t + iγ0~α · ~∇− γ0βm)

= ψ(iγµ∂µ −m)ψ

gdzie
ψ = ψ†γ0

a równanie Diraka ma postać

(iγµ∂µ −m)ψ = 0.
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W reprezentacji chiralnej

γ0 =

[
0 1
1 0

]
, γi =

[
0 σi

−σi 0

]
→ γµ =

[
0 σµ

σ̃µ 0

]

Wprowadza się

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

[ −1 0
0 1

]
.

Zauważmy, że

PL =
1

2
(1− γ5)ψ =

[
1 0
0 0

] [
ψL

ψR

]
=

[
ψL

0

]
,

PR =
1

2
(1 + γ5)ψ =

[
0 0
0 1

] [
ψL

ψR

]
=

[
0

ψR

]

są operatorami rzutowymi.
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Formy biliniowe

ψ†LψR + ψ†RψL = ψψ (skalar)
i(ψ†LψR − ψ†RψL) = iψγ5ψ (pseudoskalar)

ψ†Lσ̃µψL + ψ†RσµψR = ψγµψ (wektor)
ψ†Lσ̃µψL − ψ†RσµψR = ψγ5γµψ (pseudowektor)
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