
Rozpraszanie głęboko nieelastyczne (deep inelastic scattering)

k
k'

p

q = k − k'

θ

X

Mamy:
p = M(1, 0, 0, 0)

k = ω(1, 0, 0, 1), k′ = ω′(1, sin θ sin ϕ, sin θ cos ϕ, cos θ), q = k − k′

W 2 = p2
X dla rozpraszania elastycznego W 2 = M 2 i dodatkowo

∫
d4pX

q · p = (k − k′) · p = M(ω − ω′) = Mν

Q2 = −q2 = 2 k · k′ = 2ωω′(1− cos θ) = 4ωω′ sin2 θ

2

x =
Q2

2Mν
→ W 2 = (p + q)2 = M 2 + Q21− x

x
→ x ∈ (0, 1)
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Cząstka 1 nadlatuje na spoczywającą czątkę 2. Z cząstką 2 zwiazany jest efektywny
przekrój czynny σ na produkcję n czastek. Jeśli cząstka 1 „trafi” w dysk o powierzchni σ
to prawdopodobieństwo

1

σ

2

|v1|T

V

σ1+2→n =
V

|~v1|T P1+2→n

Czynniki V i T upraszczają się i otrzymujemy

σ1+2→n =
1

4E1E2 |~v1|
∑

polaryzcje
helicity

∫ n∏
i=1

(
d3p′i

(2π)32E ′
i

)
|Mfi|2 × (2π)4δ4(p1 − p2 −

n∑
i=1

p′i).
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Rozpraszanie elastyczne – przekrój czyny

pp'

czas

uε ( )
'1

uε ( )
1

p )' (p)uε ('2
uε2

ieγ µ

− ieγµ

− i−
q2−

q= −p p'=

Amplituda

−

.

kk
k

'
k'

k−k'

Przekrój czynny

dσ =
1

4E1E2 |~v|
∫

1

4

∑

pol

A†A
d4k′

(2π)3
δ(k′ 2)

d4p′2
(2π)3

δ(p′ 2 −M 2) (2π)4δ(k + p− k′ − p′)
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Rozpraszanie elastyczne – przestrzeń fazowa

dσ =
1

4E1E2 |~v|
∫

1

4

∑

pol

A†A
d4k′

(2π)3
δ(k′ 2)

d4p′2
(2π)3

δ(p′ 2 −M 2) (2π)4δ(k + p− k′ − p′)

=
1

4Mω

1

(2π)2

∫
1

4

∑

pol

A†Adω′d3k′δ(ω′ 2 − k′ 2)︸ ︷︷ ︸
=I

δ((p + q)2 −M 2)

Zajmijmy się całką:

I =

∫
dω′d3~k′δ(ω′ 2 − k′ 2) =

∫
k′ 2dk′dϕd cos θ dω′δ(ω′ 2 − k′ 2)

=

∫
d cos θ

ω′ 2dω′

2ω′
= π

∫
ω′dω′d cos θ δ(f (x)) =

∑
i

1
f ′(x)δ(x− x

(0)
i )

Jakobian

Q2 = 2ωω′(1− cos θ), ν = ω − ω′

dω′d cos θ =

∣∣∣∣
d (ω′, cos θ)

d(ν, Q2)

∣∣∣∣ dQ2dν → I =
∫

dQ2dν π
2ω
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Rozpraszanie elastyczne – przestrzeń fazowa

dσ =
1

4Mω

1

(2π)2

∫
1

4

∑

pol

A†A I δ((p + q)2 −M 2) , I → ∫
dQ2dν π

2ω

(p + q)2 −M 2 = 2Mν −Q2

dσ

dQ2
=

1

8Mω2

1

4π

∫
1

4

∑

pol

A†A dν δ(2Mν −Q2)

=
1

16M 2ω2

1

4π

∫
1

4

∑

pol

A†A dνδ(ν − Q2

2M
)
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Rozpraszanie elastyczne – kwadrat amplitudy

pp'

czas

uε ( )'1
uε ( )

1

p )' (p)uε ('2
uε2

ieγ µ

− ieγµ

− i−
q2−

q= −p p'=

Amplituda

−

. p

uε ( )'1
uε ( )

1

p )'(p) uε ('2
uε2

ieγ

ieγ

i−
q2−

ν

ν

Amplituda †

k k
kk'

k'k'
k

k − k'

[uε′(p
′)γµuε(p)]

†
=

[
u†ε′(p

′)γ0γµuε(p)
]†

= u†ε(p)γµ †γ0 †uε′(p
′)

γ0 † = γ0 oraz γ0γ0 = 1 oraz γ0γµ †γ0 = γµ

. . . = u†ε(p)γ0γ0γµ †γ0uε′(p
′) = uε(p)γµuε′(p

′)
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Rozpraszanie elastyczne – kwadrat amplitudy

pp'

czas

uε ( )'1
uε ( )

1

p )' (p)uε ('2
uε2

ieγ µ

− ieγµ

− i−
q2−

q= −p p'=

Amplituda

−

. p

uε ( )'1
uε ( )

1

p )'(p) uε ('2
uε2

ieγ

ieγ

i−
q2−

ν

ν

Amplituda †

k k
kk'

k'k'
k

k − k'

Σ
ε

1−
4

Sumowanie po polaryzacjach:
∑

ε

[uε(p)]α [uε(p)]β = (γ · p + m)αβ
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Rozpraszanie elastyczne – kwadrat amplitudy

γ µ

γµ

γ

γν

ν

γ k'+ m

γ k + m

γ p'+ M

γ p + M

Sumowanie po polaryzacjach daje ostatecznie

1

4

∑
ε

A†A =
e4e2

M

4q4
Tr [γµ(γ · k + m)γν(γ · k′ + m)] Tr [γµ(γ · p + M)γν(γ · p′ + M)]

gdzie eM jest ładunkiem cząstki „dolnej” wyrażonej w jednostkach e (np. eM = 2/3,
−1/3, 1).
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Rozpraszanie elastyczne – kwadrat amplitudy

γ µ

γµ

γ

γν

ν

γ k'+ m

γ k + m

γ p'+ M

γ p + M

Sumowanie po polaryzacjach daje ostatecznie

1

4

∑
ε

A†A =
e4e2

M

4q4
Tr [γµ(γ · k + m)γν(γ · k′ + m)]︸ ︷︷ ︸

2Lµν(k,k′)

Tr [γµ(γ · p + M)γν(γ · p′ + M)]︸ ︷︷ ︸
2Lµν(p,p′)
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Rozpraszanie elastyczne – kwadrat amplitudy

Mamy więc
1

4

∑
ε

A†A =
e4e2

M

q4
Lµν(k, k′)Lµν(p, p

′)

gdzie

Lµν(p, p
′) =

1

2
Tr [γµ(γ · p + M)γν(γ · p′ + M)] = 2

[
pµp

′
ν + p′µpν +

q2

2
gµν

]

Tensor Lµν jest zachowany

qµLµν(p, p
′) = qνLµν(p, p

′) = 0

Pamiętając, że p · p′ = M 2 − q2/2 (bo q = p′ − p) otrzymujemy:

qµLµν = 2

[
(p′ − p) · p p′ν + (p′ − p) · p′ pν +

q2

2
(p′ − p)ν

]

= 2

[(
M 2 − q2

2
−M 2

)
p′ν +

(
M 2 +

q2

2
−M 2

)
pν +

q2

2
(p′ − p)ν

]
= 0
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Rozpraszanie elastyczne – tensor Lµν

Inny, jawnie niezmienniczy zapis tensora Lµν

Lµν(p, q) = 4

(
pµ − p · q

q2
qµ

)(
pν − p · q

q2
qν

)
− q2

(
−gµν +

qµqν

q2

)

Możliwe także struktury z εµναβq
αpβ.

Mamy

p · q = −q2

2
, p′ · q =

q2

2
i dalej

Lµν(p, q) =
(
pµ + p′µ

)
(pν + p′ν) + q2gµν − (pµ − p′µ)(pν − p′ν)

= 2pµp
′
ν + 2p′µpν + q2gµν
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Rozpraszanie elastyczne – tensor Lµν

Rozpraszanie bezmasowego elektronu m = 0 na masywnym fermionie o masie M i
ładunku eM w jenostkach e.

Lµν(k, k′) = 2

[
kµk

′
ν + k′µkν +

q2

2
gµν

]

Lµν(p, q) = A
(

pµ − p · q
q2

qµ

)(
pν − p · q

q2
qν

)
− B

(
−gµν +

qµqν

q2

)

→ Apµpν + Bgµν

gdzie skorzystaliśmy z zachowania Lµν. Dla rozpraszania elastycznego

A = 4, B = q2 = −Q2 .

1

4

∑
ε

A†A =
e4e2

M

q4
{A pµpνLµν(k, k′) + B gµνLµν(k, k′)}
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Rozpraszanie elastyczne – tensor Lµν

i dalej

pµpνLµν(k, k′) = 2

[
2 (p · k) (p · k′)− Q2

2
M 2

]
= 4M 2ωω′

(
1− sin2 θ

2

)
= 4M 2ωω′ cos2 θ

2

gµνLµν(k, k′) = 2
[
2 (k · k′)− 2Q2

]
= −2Q2 = −8ωω′ sin2 θ

2

i ostatecznie
1

4

∑
ε

A†A =
e4

q4
{A pµpνLµν(k, k′) + B gµνLµν(k, k′)}

= 16M 2ωω′
e4e2

M

Q4

{A
4

cos2 θ

2
− B

4M 2
2 sin2 θ

2

}

=
M 2

ωω′
e4e2

M

sin4 θ
2

{A
4

cos2 θ

2
− B

4M 2
2 sin2 θ

2

}
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Rozpraszanie elastyczne – przekrój czynny

1

4

∑
ε

A†A →
elastyczne

16M 2ωω′
e4e2

M

Q4

{
cos2 θ

2
+

Q2

4M 2
2 sin2 θ

2

}

Przekrój czynny:

dσ

dQ2
=

1

16ω2M 2

1

4π

∫
1

4

∑
ε

A†A dνδ(ν − Q2

2M
)

=

∫
dν

πα2e2
M

4ω3ω′ sin4 θ
2

{
cos2 θ

2
+

Q2

4M 2
2 sin2 θ

2

}
δ(ν − Q2

2M
)

lub
dσ

dQ2dν
=

πα2e2
M

4ω3ω′ sin4 θ
2

{
cos2 θ

2
+

Q2

4M 2
2 sin2 θ

2

}
δ(ν − Q2

2M
)
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Rozpraszanie głęboko nieelastyczne – tensor hadronowy

Proton nie jest elementarny:

µ νγγ

p

qq

Pamiętamy

Lµν(p, p
′) = 4

(
pµ − p · q

q2
qµ

)(
pν − p · q

q2
qν

)
− q2

(
−gµν +

qµqν

q2

)

dla protonu

Wµν(p, q) = 4W2︸︷︷︸
A

(
pµ − p · q

q2
qµ

)(
pν − p · q

q2
qν

)
+ 4M 2W1︸ ︷︷ ︸

−B

(
−gµν +

qµqν

q2

)
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Rozpraszanie głęboko nieelastyczne – przekrój czyny

Dla protonu (eM = 1):

dσ

dQ2dν
=

πα2

4ω3ω′ sin4 θ
2

{A
4

cos2 θ

2
− B

4M 2
2 sin2 θ

2

}

=
πα2

4ω3ω′ sin4 θ
2

{
W2(Q

2, ν) cos2 θ

2
+ 2W1(Q

2, ν) sin2 θ

2

}

Okazuje się, że funkcje W1,2 nie zależą od dwóch zmiennych Q2 oraz ν, a od jednej, zwanej
x – Bjorkena

x =
Q2

2Mν

MW1(Q
2, ν) = F1(x)

νW2(Q
2, ν) = F2(x)

Skalowanie Bjorkena.
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Rozpraszanie głęboko nieelastyczne – model partonów

Model partonów:

k
k'

p

q = k − k'

θ

X

ξp

f (ξ )

• czas fluktuacji protonu: τp ∼ 1/∆E, czas oddziaływania: τcoll ∼ 1/ν, wybieramy
układ gdzie τcoll ¿ τp

• f (ξ) – prawd. znalezienia w protonie partonu o pędzie pξ = ξp (rysunek mylący)

• stąd: 0 < ξ < 1

• przekrój czynny jest sumą po wszystkich partonach i całką po dξ f (ξ).
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Rozpraszanie głęboko nieelastyczne – model partonów
Problem z kinematyką: partony są bezmasowe (lub mają małe masy), a my wybraliśmy

p = M(1, 0, 0, 0)

tzn., że masa partonu mξ = ξM . Wtedy zachowanie czteropędu w wierzchołku

(ξp + q)2 = m2
ξ

daje

ξ2M 2 + 2ξMν −Q2 = ξ2M 2 → ξ =
Q2

2Mν
= x

Aby dostać przekrój czyny na takim partonie, należy we wzorze na rozpraszanie
elastyczne zamienić

M → ξM
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Rozpraszanie głęboko nieelastyczne – model partonów

Przekrój czynny

dσi

dQ2dν

∣∣∣∣
partonowy

=
πα2e2

i

4ω3ω′ sin4 θ
2

{
cos2 θ

2
+

Q2

4ξ2
i M

2
2 sin2 θ

2

}
δ

(
ν − 1

ξi

Q2

2M

)

i dalej

dσ

dQ2dν
=

∑
i

∫
dξi fi(ξi)

dσi

dQ2dν

∣∣∣∣
partonowy

=
πα2

4ω3ω′ sin4 θ
2

{
W2 cos2 θ

2
+ 2W1 sin2 θ

2

}

co daje

W2 =
∑

i

e2
i

∫
dξ fi(ξ)δ

(
ν − ν

x

ξ

)
=

∑
i

e2
i

∫
dξ fi(ξ)

ξ2

νx
δ (ξ − x) =

1

ν

∑
i

e2
ix fi(x)

W1 =
∑

i

e2
i

∫
dξ fi(ξ)

Q2

4ξ2M 2

ξ2

νx
δ (ξ − x) =

1

2M

∑
i

e2
i fi(x).
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Rozpraszanie głęboko nieelastyczne – model partonów

Definiujemy

F2(x) = νW2 = x
∑

i

e2
ifi(x)

F1(x) = MW1 =
1

2

∑
i

e2
i fi(x)

Mamy pierwsze przewidywanie (relacja Callana-Grossa)

F2(x) = 2xF1(x)
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Fotony podłużne
Dla fotonu wirtualnego mamy:

q =
(
q0, 0, 0, q3

)
gdzie q3 = |~q| oraz (q0)2 − |~q|2 6= 0.

Fotony poprzeczne (sz = ±1, wykład 2)

εµ
λ=±(q) =

1√
2
(0, 1,±i, 0), ε∗ε = −1.

Wirtualny foton, tak jak cząstka masowa ma polaryzację podłużną:

ελ=0q = 0 → ελ=0 =
1

Q
(q3, 0, 0, q0)

→ ε2
λ=0 =

1

Q2

(
(q3)2 − (q0)2

)
= 1

Zdefiniujmy (niefizyczny) przekrój czynny na rozpraszanie fotonu wirtualnego:
σλ(γp → X) = const.α ε∗µ(λ)εν(λ)W µν(p, q)

Transwersalny przekrój czynny

σT(γp → X) = const.α
1

2

∑

λ=±
ε∗µ(λ)εν(λ)W µν(p, q).
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Pamietamy

Wµν(p, q) = 4W2

(
pµ − p · q

q2
qµ

)(
pν − p · q

q2
qν

)
+ 4M 2W1

(
−gµν +

qµqν

q2

)

stąd:
ε∗µ(λ)εν(λ)W µν(p, q) = 4W2 (ε∗(λ)p) (ε(λ)p)− 4M 2W1 (ε∗(λ)ε(λ))

Dla polaryzacji transwersalnych

ε∗µ(λ)εν(λ)W µν(p, q) ∼ W1

gdyż

p = M(1, 0, 0, 0), εµ
λ=±(q) =

1√
2
(0, 1,±i, 0), ελ=0 =

1

Q
(q3, 0, 0, q0).

Dla polaryzacji podłużnej

ε(λ = 0)p =
Mq3

Q

(q3 składowa podłużna) i mamy

ε∗µ(λ = 0)εν(λ = 0)W µν(p, q) = 4
M 2 |~q|2

Q2
W2 − 4M 2W1
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używając
|~q|2 = Q2 + (q0)2 = Q2 + ν2

dostajemy

ε∗µ(λ = 0)εν(λ = 0)W µν(p, q) = 4M 2

[(
1 +

ν2

Q2

)
W2 −W1

]

Podłużna funkcja struktury

WL =

(
1 +

ν2

Q2

)
W2 −W1 =

(
1 +

ν2

Q2

)
F2

ν
− F1

M

=
1

M

[(
M

ν
+

Mν

Q2

)
F2 − F1

]
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Pamiętając, że

x =
Q2

2Mν
= const.,

M

ν
→ 0

mamy

WL =
1

M

[
1

2x
F2 − F1

]
=

1

2xM
[F2 − 2xF1]

znika w modelu partonów. Podsumowując

σT ∼ F1, σL ∼ 1

2x
[F2 − 2xF1]

Poprawki radiacyjne generują niezerowy σL.
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Znikanie σT w modelu partonów wynika z zachowania momentu pędu. W układzie
Breita:

q = (0,0,0, p) p = (p,0,0,−p)

p' = (p,0,0,p)

− 1/2
1/2

1

2
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