Model Standardowy — teoria pola

Mechanika klasyczna — rownania na wielkosci takie jak ped, energia potozenie
Mechanika kwantowa — wielkosci klasyczne — operatory, ktére dziataja na
funkcje falowe, interpretecja probabilistyczna
Teoria pola — funkcja falowa — operator pola
— niezmienniczo$¢ Lorentza (STW)
— niezachowanie liczby ,czastek"

Transformacja Lorentza

Czterowektory:
ot = (ct,x,y,z), p=0,1,2,3.

zachowuje interwal (z# + Ax#) miedzy zdarzeniami

(As)* = (Aa2")" — (Az')” — (Az?)” — (Az”)” = (As')*



Tensor metryczny

10 0 0 ]
Clo=10 0
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pomaga zapisa¢ to w zwartej formie
As)? = g, A" Az = g, LA LY Ax" Ax? = g, ,Ax” Az
9u Iu TP 9rp
Transformacja Lorentza zachowuje tensor metryczny

g/wL'lé_LVp — ng

Poniewaz tensor metryczny jest symetryczny jest to 10 rownan. L# jest rzeczy-
wista macierza 4 x 4 o 16 parametrach minus 10 warunkéw, co daje 6 nieza-
leznych parametrow: 3 obroty 1 3, boosty".
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L= goo = gLy L' = (L)” — Z(LZO)2

i=1

co daje
(L)) >1— LY >1 lub L < —1
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Klasyfikacja transformacji Lorentza:

signLY) detL

+ +1 wlasciwe
— —1 odbicie czasowe
+ —1 odbicie przestrzenne

— +1  odbicie calkowite

Mozna tatwo pokazac

ALY = L' LM =g,

Czterowektor energii i pedu:

p,u — <Ea CPz, CPy, sz>

p? = E% — 252 = m2e

Stad

m2c?

=2
E::I:C\/m202+172=:|:m02\/1+ f 2:|:(m(:2+p—+...

—2

2m

)



Rownanie Schrodingera

Nierelatywistyczna mechanika kwantowa:

0

E— H=ih—, f— p=—ihV

ot’

~2
Hy(e,t) = —y(e,t) 1

wybieramy znak -+ 1 opuszczamy stala.

zaleznie od reprezentacji

E = +e/m2c + p2 = :I:ch\/l +

p o P
~+ | mc +—+...
m2c? ( 2m



Rownanie Kleina-Gordona

Jak skonstruowac¢ rownanie odpowiadajace pierwiastkowi? Klein i Gordon:

0* -
E? = 5% + m*ct = —EQ@gp(x, t) = (—hzc2v2 + mzc4) o(x,t)

Sa ktopoty interpretacyjne. W nierelatywistycznej mechanice kwantowe]

P=vy"y gestos¢ prawdopodobieristwa (dodatnia !!!!)
— h — —
S = 2,—(¢*V¢ — V™) gestosé pradu prawdopodobieristwa
im
spelniaja rownanie ciggtosci



W przypadku rownania Kleina-Gordona:
2 A

L0 § =,  M°C
—oP = ¢ (—62V2+ = )90

0% S, omict
—p55P" = ¢ (—62V2+ = )90
odejmujemy stronami
Lewa strona 0 0 0 9 9
W = — _ — _ e R N — -
7o Yo" ot \” " T’

Prawa strona = —c’ (90*6%0 — goﬁ%o*) — V- (80*690 — 90690*)

Mnozac stronami przez

h
- 2%imc?
dostajemy rownanie ciggtosci z gestoscia prawdopodobienstwa
p=-_" (90*290 - sﬂgw*)
2ime ot ot ’
ktora nie jest odatnio okreslona (po pomnozeniu przez e mozna intepretowad
jako gestosé tadunku). Otrzymuje sie zte spektrum atomu wodoru (Schrodinger).
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Rownania klasyczne mozna otrzymac z zasady wariacyjne;.

T

S = /dt[,(a:,j:)
0
Dokonajmy przesuniecia
v =x+y, &' =1+, gdze y(0) =y(T) = 0.

Wtedy
T

§ = [dtL, i) = /dtL(:c+y,a‘s’=:t+y>
0

/
]

.. 0L 0L
dt(L(x,:c)Jr%er%er...).



Stad

T
oL 0L
5S—S§ —§ = o+
(S SRS /dt(axw%y)
0
T
_/dt a_L_Qa_L _|_8_L
- or otor ) 917
0

8[)__ 0oL
or Otor

T

0

Stad réwnania ruchu:

0S =0=— 0.



Zasada wariacyjna dla pola skalarnego

Dla funkeji skalarnej ¢ wprowadzamy gestosé lagrangianu L(p, 0,¢), gdzie
@(t, 7) (lokalnosé).

dx
S = /d495 L(p,0up). T — o, — O
oL oL
0S=0= ——90 = 0.
Oy ”8((%@)
Jak wyglada £ (przyjmujemy h=11ic¢c=1)7
1 1
L(p, 0up) = 5 (Oup 0" —m*9%) = = (¢" Oup Duip — ")

Zadanie: przeprowadzi¢ jawnie rachunek wariacyjny dla pola ¢ 1 wstawi¢ do h

icdo L.



Rozwigzania rownania Kleina-Gordona.

62
(—@+v2—m>¢(t ) = 0.

Rozwiazanie falowe:
©r(t, T) = a cos (E 7 — wit + Hk)
wz — k2 +m?.

Zamykajac uktad w pudle o dtugosci I i objetosci V' = I3 narzucajac periodyczne
warunki brzegowe mamy

A

Ogoblne rozwiazanie jest superpozycja takich fal

i (F-=wyt) ay, —i(k-F—wpt)
90 ) T Z “k + e .
\/ ( \V ka )
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- 2 2 2
k= ( 2T ﬂ-n3> ) ni23 — O, :|:1, :|:2, . o




Czynnik /2wy, jest konwencja (uwaga, wy moze by¢ dodatnie lub ujemne, wtedy
trzeba wzig¢ modut). Pole ¢ jest rzeczywiste.
Pole ¢ opisuje czastke skalarna (np. bozon Higsa lub mezon 7).
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Tensor energii-pedu.

W mechanice klasycznej energia (hamiltonian) dane sg przez transformacje
Legendre’a

H=pqg— L
Zachowanie energii-pedu jest konsekwencjg symetrii wzgledem translacji (takze
czasowych):

xt — 2" + da”  da’ nie zalezy od t1od x

wtedy
p (2" + 0a") = o(z) + (Dpp(x)) 0a”
— 0 = (Oyp(x)) da”
1 dalej Y e
IL(0,00) = 5200 + 5p50(0u)
Uzywajac r. ruchu
8_[’ — 0 oL oraz  6(0,p) = 0,(d¢)
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mainy

o= [a“a%;o)] et 5‘(?3’590)8 i‘;“ )

7. kolei
0L = 0,La" = (@Lﬁ) da” 0!

1 w konsekwencji

9, [ LY 555] 5a” = 0.

0(Oup)
Poniewaz 0a” sa dowolne, mamy zachowanie wielkosci
oL
0,1V =0, gdzie T!' = O, — 0L
g O(Oup)

jest tensorem energii-pedu. Podobnie jak w mechanice klasycznej energia (ges-
tos¢ energii):
oL
Ty = —0¢ — L.
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Rownanie 9, T = 0 przyjmuje postac¢ dla v = 0:

a — —
—T3+V-T=0
at 0 + 3
gdzie B

T = (Ty, T3, T3).

Catkujac po calej przestrzeni:

Oz/dga: (%T(?Jrﬁ-f):%/d?)ngﬂL /d§-f:%/d3ng

OV —o00

dostalismy prawo zachowania catkowitej energii pola skalarnego.
Skladowe TP maja interpretacje gestosci pedu. podobnie mozna pokazac
zachowanie pedu.

W przypadku pola Kleina-Gordona

L= % (%0 oMy — m2902)

many
Ty = (gbz + (V) + m2g02) .
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Podstawiajac rozwi@zania r. Kleina-Gordona mamy

i — a —i(kP—
— E : i(kr—wpt) Wi k e i(k-T—wpt)
\/Zwk

1 UZywajac wzoru

ofrzymujemy
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Wyprowadzenie (wezmy rozwiazanie z dodatnimi wy, = w):

1
3,2 A
/d rY = 2‘/5 ww/d x X

e,k

i(k+K) 7= (w+w')t) i(k+K) 7= (w+w')t)

+ apaye”
i(k—K)F—(w—w)t)

arap €
k=) F—(w—w)t)

— Clkaxz,/e — az,akfe_z(( B

1 N |
== E w (apa_ge” " + aja’ e — 2a5a;) .
k

Podobnie:

/d3 (ﬁ )2 1 ]Z]Z/ B
W2 o
akzak’ei((g—i_g/)f_(w"‘w/)t) + CLZCLZ/G_i((E+/Z/)'F—(w—l—w/)t)

_ gt R

—’ _)—_), -_)_ —_—
— atage(F=F) (@)

p— . .
—iwt it
= 55 » (aka_re " + aja’ ™" + 2aay) |
i
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gdzie -k =k A takze

1 1
dPr o = /d3x><
e

i(k+K) 7= (w+w)t)

i

. N /
Qe + CLZCLZ/G i((k+E)7—(w+w)t)
1 —‘——‘, -_’— _— —' —)——)l .q_ —_—
4+ akazlez((k k')-r—(w—w)t) 4+ a;;akfe i((k—k")-r—(w—w)t)
1 N ,
= 527 (aka_ke 2iwt aZaikeHM 4 2%&;) .
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Zatem

1 S
/d?’ng = §/d3$ (c,b2 + (Vp)? + m2902)

— ara_re 2t + atat et
4Z w2 ( k& —Fk K~k )
i
1 w? + k%2 + m? §
+ 52 " arap,

k
_ *
= E wkakak,
k

edzie skorzystalismy z faktu, ze w? = k* + m?* (warunek on shell) 1 wrocilismy
do oznaczenia w = wi. Wazne, ze skorzystaliSmy dwa razy z warunku on shell,
raz zeby dostaé zero i raz, zeby dosta¢ czynik 2. Jak to bedzie dla ujemnych
energii’
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Skalarne pole zespolone

®=%<¢1+z’¢2>

Przekonamy sie, ze ® ma tadunek ¢, a ®* tadunek —¢q. Gestos¢ lagrangianu
(rzeczywista)

L =9, — m°d*d
prowadzi do r. ruchu, gdzie pola ® 1 ®* traktujemy jako niezalezne:
—0,0"D — m*® =0

1 analogicznie dla ®*. Zatem rozwiazania

— * -
Ak i(k-F—wkt)_i_ bk 6—z(k-7“—wkt)>7

1
O(t,r) = — e
0= 2 (™ v
gdzie ay 1 by sa niezaleznymi liczbami zespolonymi. Mozna pokazac, ze energia

H = Zwk (CLZCL]{ + b;;bk)
k
(suma energii dwoch rzeczywistych pol skalarnych).
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