
Mechanika kwantowa, zestaw 5
Kr¦t i moment p¦du

5.1. Rozwa»amy cz¡stk¦ o spinie s = 1.

(a) Prosz¦ wypisa¢ posta¢ wektora spinu ~S = (Sx, Sy, Sz) w bazie wektorów wªasnych opera-
tora Sz.

(b) Cz¡stka znajduje si¦ w stanie z Sz = −~. Jakie wyniki mo»emy otrzyma¢ mierz¡c dla
niej warto±ci Sx? Z jakim prawdopodobie«stwem?

(c) Niech cz¡stka b¦dzie w stanie |ψ〉 = 1
2 |+, z〉 + 1

2 |0, z〉 + 1√
2
|−, z〉, gdzie |±, z〉 i |0, z〉 s¡

unormowanymi wektorami wªasnymi Sz do warto±ci wªasnych odpowiednio ±~ i 0. Jakie
jest prawdopodobie«stwo, »e mierz¡c S2

z otrzymamy warto±¢ +~2? Jaki jest stan cz¡stki
po wykonaniu pomiaru, który przyniósª taki wynik? Je±li teraz dokonamy pomiaru
warto±ci Sz, to jakie wyniki (i z jakkim prawdopodobie«stwem) mo»emy otrzyma¢?

(d) Prosz¦ obliczy¢ warto±¢ ±redni¡ operatora Sy w stanie |ψ〉.
5.2. Zaªó»my, »e cz¡stka jest w stanie |l, m〉, gdzie l jest warto±ci¡ jej momentu p¦du za± m jego

rzutu na o± z. Prosz¦ pokaza¢, »e

〈Lx〉 ≡ 〈l, m|Lx|l, m〉 = 0, 〈Ly〉 = 0, 〈L2
x〉 = 〈L2

y〉 =
~2

2
[
l(l + 1)−m2

]
.

5.3. Rozpatrujemy bezspinow¡ cz¡stk¦ o masie M, poruszaj¡c¡ si¦ po sferze o jednostkowym
promieniu. Jej hamiltonian ma posta¢

H =
1

2M
L2

gdzie L2 jest kwadratem operatora momentu p¦du.

(a) Prosz¦ zaproponowa¢ dla tego ukªadu zupeªny zbiór komutuj¡cych obserwabli.
(b) Niech w pewnej chwili czasu stan ukªadu b¦dzie opisany funkcj¦ falow¡

ψ(θ, ϕ) =
1√
8π

+

√
15
32π

sin2 θ cos 2ϕ.

Jakie jest prawdopodobie«stwo znalezienia tej cz¡stki w obszarze π
4 6 θ 6 π

2 ?

(c) Jakie s¡ mo»liwe wyniki pomiaru energii, kwadratu kr¦tu i jego rzutu na o± z dla cz¡stki
w stanie ψ z punktu 5.3b? Jakie jest prawdopodobie«stwo otrzymania ka»dego z tych
wyników?

5.4. Hamiltonian osiowo symetrycznego rotatora m posta¢:

H =
1

2I1

(
L2

x + L2
y

)
+

1
2I2

L2
z.

(a) Prosz¦ wyznaczy¢ spektrum energetyczne rotatora.
(b) W przypadku gdy I1 = 5I2 prosz¦ poda¢ 10 pierwszych poziomów energetycznych rota-

tora (uwzgl¦dniaj¡c degeneracje).
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