
Mechanika kwantowa, zestaw 3

Spin, równanie Pauliego

3.1. Niech ~A, ~B, ~C b¦d¡ dowolnymi wektorami. Prosz¦ pokaza¢, »e

(~σ · ~A)(~σ · ~B) = ~A · ~B + i~σ · ( ~A× ~B),

Tr(~σ · ~A) = 0,

a nast¦pnie obliczy¢ Tr[(~σ · ~A)(~σ · ~B)(~σ · ~C)].

3.2. Elektron poruszaj¡cy si¦ wzdªu» osi x ma energi¦ E = 1.5 keV. Prawdopodobie«stwo pomiaru
rzutu spinu na o± z o warto±ci ~/2 wynosi 0.2, za± o rzucie −~/2 wynosi 0.8.

(a) Jaka jest funkcja falowa opisuj¡ca ten elektron?
(b) Jakie s¡ warto±ci liczby falowej k i cz¦sto±ci ω tego elektronu?

3.3. Rozwa»my spinowe stopnie swobody elektronu. Niech |+〉 oznacza spin o rzucie Sz = ~/2,
za± |−〉 o rzucie Sz = −~/2. Operator Hamiltona dziaªa na stany bazowe wedªug wzorów
Ĥ|+〉 = ~ω|−〉, Ĥ|−〉 = ~ω|+〉.
(a) Prosz¦ zapisa¢ reprezentacj¦ macierzow¡ Ĥ w bazie |±〉.
(b) Znale¹¢ warto±ci i wektory wªasne hamiltonianu.
(c) Je»eli w chwili t = 0 elektron jest w stanie |+〉, to jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w

pó¹niejszej chwili t b¦dzie w stanie |−〉?
3.4. W tym zadaniu poka»emy, »e »adna o± kwantyzacji dla rzutu spinu nie jest wyró»niona. W

tym celu de�niujemy operator Ŝ~n = ~S · ~n = Ŝxnx + Ŝyny + Ŝznz, gdzie ~S = ~~σ/2 to wektor
macierzy Pauliego, za± ~n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cosφ) to jednostkowy wektor wskazuj¡cy w
dowolnym kierunku, sparametryzowany k¡tami θ, φ.

(a) Prosz¦ wypisa¢ posta¢ macierzy Ŝ~n w bazie wektorów wªasnych |+〉, |−〉 operatora Sz.
(b) Prosz¦ znale¹¢ warto±ci wªasne operatora Ŝ~n oraz udowodni¢, »e jego wektory wªasne s¡

postaci
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(c) Prosz¦ sprawdi¢ ortonormalno±¢ wektorów a nast¦pnie pokaa¢, »e redukuj¡ si¦ one do
wektorów wªasnych operatorów Ŝx, Ŝy, Ŝz, gdy wektor jednostkowy wskazuje kierunki
x, y, z.

(d) Przypu±¢my, »e przez odpowiednio dobrany aparat Sterna-Gerlacha dokonano pomiaru
rzutu spin atomu, w wyniku którego jest on w stanie |~n,+〉, gdzie ~n le»y w pªaszczy¹nie
xy. Je»eli teraz atom przejdzie przez drugi aparat, który mierzy skªadow¡ spinu wzdªu»
osi x, to jakie jest prawdopodobie«stwo otrzymania skªadowej rzutu spinu na o± x równej
+~/2?
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