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Wzorce i automaty

Problematyka wzorcow stanowi bardzo rozwinietq
dziedzine wiedzy. Nosi ona nazwe teorii automatow
lub teorii jezykow, a jej podstawowe definicje i
techniki stanowiq istotnq czes¢ informatyki.

Poznamy trzy rownowazne opisy wzorcow:
oparty na teorii grafow, polega¢ bedzie na
wykorzystaniu sSciezek w grafie szczegélnego rodzaju
ktéry nazwiemy automatem.

o charakterze algebraicznym, wykorzystujgcy notacje
wyrazen regularnych.

oparty o wykorzystanie definicji rekurencyjnych,
nazwany gramatykq bezkontekstowq.
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Wzorzec
B

1 Wzorzec to zbior obiektéw o pewnej rozpoznawalnej wilasciwosci.

1 Jednym z typow wzorcow jest zbior ciqgow znakow, taki jak zbior
poprawnych identyfikatorow jezyka C, z ktérych kazdy stanowi cigg
znakowy, skladajqcy sie z liter, cyfr i znakéw podkreslenia oraz
rozpoczyna sie od litery lub znaku podkreslenia.

1 Inny przyktad to zbior tablic zer i jedynek o danym rozmiarze, ktoére
czytnik znakéw moze interpretowac jako reprezentacje tego samego
symbolu. Ponizej trzy tablice ktiére mozna interpretowac jako litere A.

1 Zbior wszystkich takich tablic stanowiltby wzorzec o nazwie ,,A’.
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Maszyny standw i automaty

Programy stuzqce do wyszukiwania wzorcow czesto
charakteryzujq sie szczegodlng strukturg. W kodzie
mozna identyfikowaé okreslone pozycje, w ktérych
mozna wyrozni¢ pewne charakterystyczne elementy
zwiqzane z postepem dzialania programu w
zakresie osiqggniecia stawianego mu celu, jakim jest
znalezienie wystqgpienia wzorca.

Takie pozycje okresla sie¢ mianem stanéw (ang.
states). Ogélne zachowanie programu mozna
postrzegac¢ jako przechodzenie od jednego stanu do
drugiego w miare odczytywania danych
wejsciowych.
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Przyktad

Prosty program w jezyku C, sprawdzajqcy cigg znakow w celu
okreslenia czy zawiera on wszystkie piec samogtosek w
kolejnosci alfabetycznej. Rozpoczynajqc analize od poczqgtku
ciqgu znakéw, program najpierw wyszukuje znak a.

Mozna powiedzie¢ ze pozostaje w stanie O do czasu, az znajdzie
wystgpienie a, a wowczas przechodzi do stanu 1. W stanie 1,
szuka wystgpienia znaku e, a kiedy je znajdzie, przechodzi do
stanu 2... Stan i mozna interpretowac¢ jako sytuacje, w ktérej
program napotkat juz po kolei i pierwszych samogtosek, gdzie

i=0,1, ..., 5.

Owe szes$¢ stanow stanowi cato$¢ wymaganych przez program
informacji podczas przeglgdania ciggu wejsciowego od lewej do
prawej strony.
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Grafy reprezentujgce maszyny standw

Dziatlanie omowionego programu mozna reprezentowac za pomocq
grafu, ktorego wierzchotki okreslajq stany programu.

| odwrotnie: program mozna zaprojektowaé przez zaprojektowanie
w pierwszej kolejnosci grafu, a nastepnie mechaniczne
przettlumaczenie takiego grafu na program (recznie lub przy pomocy
istniejqcych narzedzi programistycznych.

Koncepcja dziatania automatu jest prosta. Zaklada sie ze avtomat
pobiera liste znakéw zwanq ciqgiem wejsciowym (ang. input
sequence).

Jego dzialanie rozpoczyna sie w stanie poczgtkowym, tuz przed
odczytaniem pierwszego znaku wejsciowego. W zaleznosci od tego

jaki jest to znak, automat wykonuje przejscie — do tego samego lub
innego stanu.

Przejscia sq zdefiniowane przez graf automatu. Nastepnie automat
odczytuje drugi znak i wykonuje kolejne przejscie i tak dalej.
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Automat rozpoznajqgcy ciqgi liter
N

A-a A-e A-i A-0 A-U

start a e i o) U
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Automat rozpoznajgcy ciqgi liter

Stany programu sq reprezentowane za pomocq grafu
skierowanego, ktérego krawedzie etykietuje sie zbiorami
znakow. Krawedzie takie nazywa sie przej$ciami (ang.
transition).

Niektore wierzchotki sq zaznaczone jako stany koncowe
(ang. accepting states). Osiqgniecie takiego stanu oznacza
znalezienie poszukiwanego wzorca i jego akceptacije.

Jeden z wierzchotkéw jest zawsze okreslany jako stan
poczgtkowy (ang. start state) — stan w ktéorym nastepuje
rozpoczecie procesu rozpoznawania wzorcd. Wierzchotek
taki oznacza sie przez umieszczenie prowadzqcej do niego
strzatki ktéra nie pochodzi od innego wierzchotka. Graf
posiadajgcy opisywanq posta¢ nosi nazwe automatu
skonczonego (ang. finite automaton) lub po prostu automatu.
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Symulacja automatu

Jedna z podstawowych operacji wykonywanych za
pomocq automatu jest pobranie ciqgu symboli a;,a,, ..., a,
i przejscie od stanu poczgtkowego sciezkq, ktorej
krawedzie posiadajq etykiety zawierajqce te symbole po
kolei.

Tzn.dlai=1, 2, ..., k symbol a; nalezy do zbioru S;, ktory
etykietuje i-ta krawedz sciezki.

Konstruowanie takiej sciezki oraz sekwencji jej kolejnych
stanow okresla sie mianem symulacji (ang. simulation)
automatu dla ciqgu wejsciowego a;,a,, ..., a,.

O takiej sciezce mowi sie ze posiada etykiete a,,a,, ..., a, .
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Symulacja dziatania automatu
T

Cigg nie zostaje
zaakceptowany

A-a A-e -1
s’rar’ra a a ‘ ‘ Q
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Filtr odbijajgcy
N

Automat pobiera ciqg zer i jedynek.

Celem jego jest ,,wygltadzenie” ciqgu przez
traktowanie pojedynczego symbolu O, ktéry
jest otoczony dwoma symbolami 1 jako
»SZUmu”’ i zastqpienie go symbolem 1.

1 W podobny sposéb jest traktowany symbol
1 gdy jest otoczony dwoma symbolami O -
zastepujemy go symbolem O.

1 Stanem poczqtkowym jest a. Stanami
koncowymi (akceptujgcymi) sq c i d.

: 0

0
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Réznica pomiedzy automatami a ich
programami

Automaty stanowiq abstrakcje. Podejmujq decyzje o akceptacji
lub odrzuceniu danego ciggu znakéw wejsciowych przez
sprawdzenie, czy istnieje $ciezka od stanu poczgtkowego do
pewnego stanu koncowego, ktorej krawedzie bedq
zaetykietowane wartosciami ciggu.

Dziatanie filtru mozna interpretowac¢ jako fakt ze avtomat
odrzuca podciqgi: 0,01,010,0101 natomiast akceptuje podciqgi
01011, 010110, 0101101.

Dzialanie automatu rozpoznajgcego litery jest takie ze akceptuje
ciqgi znakow, takich jak ,,abstemiou”, ale odrzuca ciqg
»abstemious’, poniewaz nie da sie przej$¢ nigdzie ze stanu 5 w
przypadku koncowego znaku s.
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Réznica pomiedzy automatami a ich
programami

Programy tworzone dla automatéow mogq podejmowacé
decyzje o akceptacji lub odrzuceniu na rézne sposoby.

Przykladowo program akceptujqcy ciggi znakow i
wykorzystujgcy automat ze slajdu 7 powinien
zaakceptowaé zarowno stowo ,,abstemious” jak i
»abstemiou”.

W momencie przetworzenia litery u program
wypisywalby cate stowo bez dalszego badania go.

Program wykorzystujgcy automat ze slajdu 9 powinien
interpretowa¢ kazdy stan akceptacji jako akcje
polegajqcq na wypisaniv znaku 1, zas kazdy stan
odrzucenia jako akcje polegajacg na wypisaniu znaku O.
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Automaty deterministyczne

Mozna z tatwosciq przerobié automat
deterministyczny na program.

Dla kazdego stanu tworzy sie fragment kodu. Kod
stanu s bada znak wejsciowy i okresla, ktére (o ile
jakiekolwiek) przejscie ze stanu s powinno zostaé
wybrane.

Jezeli zostanie wybrane przejscie ze stanu s do
stanu 1, to kod napisany dla stanu s musi
uwzglednia¢ przekazanie sterowania do kodu stanu
t, np. przy uzyciu instrukcji go to.
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Funkcja implementujgca automat

deterministyczn
b
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Automaty niedeterministyczne

Automaty niedeterministyczne (ang.
nondeterministic) mogq (ale nie muszq) posiada¢
dwa (lub wiecej) przejscia z danego stanu
zawierajqgce ten sam symbol.

Warto zauwazyé, ze automat deterministyczny jest
rownoczesnie automatem niedeterministycznym,
ktory nie posiada wielu przejs¢ dla jednego
symbolu.

Automaty niedeterministyczne nie mogq by¢
bezposrednio implementowane za pomocqg

programow, ale stanowiq przydatne pojecie
abstrakcyjne.
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Automaty niedeterministyczne

niedeterminizm = ,,przypadkowos¢”
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Jak zastgpié¢ automat niedeterministyczny
deterministycznym?

Automat niedeterministyczny zastepujemy
deterministycznym przez skonstruowanie
rownowaznego auvtomatu deterministycznego.
Technika ta nosi nazwe konstrukcji podzbiorow
(ang. subset construction).
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Jak zastgpi¢ automat niedeterministyczny
deterministycznym?

Rownowaznos¢ automatow:

Méwimy, ze automat A jest rownowazny (ang. equivalent)
automatowi B, jezeli akceptujq ten sam zbior ciqgow
wejsciowych.

Innymi stowy, jezeli a, a,...a, jest dowolnym ciqgiem symboli,
to spelnione sq dwa nastepujgce warunki:

Jezeli istnieje sciezka zaetykietowana jako a, a,...a, wiodqgca od
stanu poczqtkowego automatu A do pewnego stanu
akceptujgcego automatu A, to istnieje rowniez sciezka
zaetykietowana a, a,...a, wiodqca od stanu poczqtkowego
automatu B do stanu koncowego tego automatu.

Jezeli istnieje sciezka zaetykietowana jako a, a,...a, wiodgca od
stanu poczqtkowego automatu B do pewnego stanu
akceptujgcego automatu B, to istnieje rowniez sciezka
zaetykietowana a, a,...a, wiodqca od stanu poczqtkowego
automatu A do stanu koncowego tego automatu.
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Indukcyjna konstrukcja automatu
niedeterministycznego

Podstawa:

Jezeli stanem poczgtkowym automatu niedeterministycznego N
jest s,, to stanem poczqtkowym automatu deterministycznego D
jest {sy}, czyli zbiér zawierajqgcy tylko element s,,.

Indukcja:

Zalozmy, ze ustalono, iz S, zbiér stanéow automatu N, jest
stanem auvtomatu D.

Rozpatrujemy po kolei kazdy mozliwy znak wejsciowy x. Dla
danego x okreslamy, ze T jest zbiorem stanéw t automatu N,
takich, ze dla pewnego stanu s nalezgcego do zbioru S istnieje
przejscie z s do t etykietq zawierajgcq znak x.

Woéwczas zbior T jest stanem automatu D i istnieje przejscie z S
do T wzgledem znaku wejsciowego x.
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Konstrukcja automatu deterministycznego D

Niedeterministyczny

automat rozpoznajgcy
ciqg znakoéw konczqcy
sie sekwencja ¥ man “.

Rozpoczynamy od zbioru {0}, ktéry jest stanem poczgtkowym automatu

Stan {0} i jego przejicia

Dla dowolnej litery oprécz m ze stanu O
nastepuje przejscie do stanu O, w przypadku
m nastepuje przejscie do stanu O lub 1.
Automat D potrzebuje stanu {0}, ktéry juz
posiada oraz stanu {0,1} ktéry nalezy dodaé.
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Konstrukcja automatu

deterministycznego D
mk

Stan {0} i {0,1} oraz ich przejscia
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Konstrukcja automatu deterministycznego D

Nastepnie, nalezy rozwazy¢ przejscia ze stanu {0,1}.

Dla niedeterministycznego automatu, wszystkie znaki
wejsciowe oprécz m i a powodujqg przejscie ze stanu O
tylko do stanu O, a ze stanu 1 nie mozna nigdzie
przej$é.Stqd istnieje przejscie ze stanu {0,1} do stanu {0},
zaetykietowane (L —m —a).

W przypadku wejsciowego znaku m, ze stanu 1 nie
mozna przej$¢ nigdzie, a ze stanu 0 mozna przejs¢ do
stanu O lub 1. Dlatego istnieje przejscie {0,1} do niego
samego zaetykietowane litera m.

W przypadku znaku wejsciowego a, ze stanu O

przechodzi sie do niego samego, ze stanu 1 przechodzi

sie do stanu 2. Stqd przejscie zaetykietowane przez a ze
stanu {0,1} do stanu {0,2}.
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Konstrukcja automatu
deterministycznego D

Teraz nalezy skonstruowaé przejicia ze stanu {0,2}. W przypadku wszystkich
znakow wejsciowych oprécz m i n, ze stanu O mozna przejsé jedynie do stanu
0, zas ze stanu 2 nie mozna nigdzie przejsé. Zatem istnieje przejscie ze stanu
{0,2} do stanu {0} zaetykietowane wszystkimi literami oprécz m i n.

W przypadku znaku wejsciowego m, ze stanu 2 nie mozna nigdzie przejs¢, a
ze stanu O mozna przej$é¢ zarédwno do stanu O jak i stanu 1. Zatem istnieje
przejicie ze stanu {0,2} do stanu {0,1} zaetykietowane przez m.

W przypadku znaku wejsciowego n, ze stanu O mozna przejs¢ tylko do tego
samego stanu, z$ ze stanu 2 przechodzi sie do stanu 3. zatem istnieje przejscie
ze stanu {0,2} do stanu {0,3} zaetykietowane przez n.

Ten stan automatu D jest stanem akceptujgcym gdyz zawiera stan akceptujgcy
automatu niedeterministycznego, czyli stan 3.

W konicu nalezy okreslié przejicia ze stanu {0,3}. Z uwagi na to ze ze stanu 3
nie mozna nigdzie przejs¢ w przypadku dowolnego znaku wejsciowego,
przejscia ze stanu {0,3} odpowiadaijq przejéciom tylko ze stanu O, stad
ograniczajq sie jedynie do przej$é stanu {0}. Poniewaz przejscia ze stanu {0,3}
nie prowadza do zadnego stanu automatu D, ktérego jeszcze nie

sprawdzilismy, ki%ﬂgrmlége auvtomatu D mozna uznaé za skonczong. 4/12/2018



Automat deterministyczny D

start
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Uzasadnienie poprawnosci konstrukciji
podzbioréw

Avutomat D

Jezeli automat D jest start Ay, Gy, ooy O -
konstruowany na podstawie

automatu niedeterministycznego N
przy vzyciv konstrukcji podzbiorow, to

D jest automatem deterministycznym. Auvtomat N

Dla kazdego stanu wejsciowego x . 1y, Gy 222y 0
oraz dla kazdego stanu S automatu D —'_’? """"""""""""" H"
definivje sie okreslony stan T
automatu D, taki, ze etykieta przejscia e 2T Tk '
z S do T zawiera symbol x.

Nalezy jeszcze wykaza¢é ze avtomaty L.l 2
SiTsqgréwnowazne. Przeprowadza e '
si¢ dowodd indukcyjny.
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Minimalizacja automatow

Jednym z zagadnien dotyczqcych automatéw jest kwestia okreslenia
minimalnej liczby stanow wymaganych do wykonania danego zadania.

Posiadajqc pewien automat mozemy zada¢ pytanie czy istnieje
rownowazny automat posiadajgcy mniejszq liczbe stanow, a jesli tak, jaka
jest najmniejsza liczba stanéw dowolnego automatu rownowaznego.

Dla automatéow deterministycznych zawsze istnieje pewien unikatowy
automat deterministyczny o minimalnej liczbie stanéw, rownowazny z
danym automatem.

Dowodzimy przez pokazanie ze nie ma stanéw nieréwnowaznych.
Nie istnieje podobna teoria w sytuacji automatéw niedeterministycznych.

Nierownowaznos¢ dwoch stanow:

Podstawa: Jezeli stan s jest stanem akceptujgcym, a stan t nie jest stanem
akceptujgcym (lub odwrotnie), to s i t nie sq rownowazne.

Indukcja: Jezeli istnieje pewien symbol wejsciowy x, taki, ze ze stanow s i t
nastepujq przejscia wzgledem tego symbolu do dwéch réznych stanéw, o ktérych
wiadomo ze nie sq rownowazne, to stany s i t nie sq rownowazne.
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Podsumowanie

Automat skonczony jest to oparty na modelu grafowym sposéb
okreslania wzorcow. Wystepujg jego dwie odmiany: automat
deterministyczny oraz automat niedeterministyczny.

Istnieje mozliwos§¢ konwersji automatu deterministycznego na program
rozpoznajgcy wzorce.

Istnieje mozliwos§¢ konwersji automatu niedeterministycznego na
auvtomat deterministyczny rozpoznajqcy te same wzorce dzieki
konstrukcji podzbiorow.

Istnieje bliski zwigzek miedzy automatami deterministycznymi a
programami, ktére wykorzystujg pojecie stanu w celu odréznienia rél,
jakie odgrywajq rézne czesci programu. Zaprojektowanie automatu
deterministycznego stanowi czesto dobry sposéb opracowania takiego
programu. Moze to by¢ trudne zadanie, czesto tatwiej zaprojektowaé
auvtomat niedeterministyczny, a nastepnie za pomocq konstrukgji
podzbioréow zamieni¢ go na jego odpowiednik deterministyczny.
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Wyktad 10, part i

Wyrazenia -1 Definicja

regularne

1 Operatory
o Prawa algebraiczne

0 Od wyrazen do automatow z &-
przejSciami
o Eliminacja g-przejs¢

71 Od automatéow do wyrazen

o Eliminacja stanéw

1 Redukcja zupetna automatéow
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Wyrazenia regularne

Wyrazenia regularne (ang. regular expressions)
stanowiq algebraiczny sposob definiowania
WZOrcow.

Wyrazenia regularne stanowiq analogie do
algebry wyrazen arytmetycznych oraz do
algebry relacyjnej.

Zbior wzorcow ktére mozna wyrazié¢ w ramach
algebry wyrazen regularnych odpowiada
doktadnie zbiorowi wzorcow, ktére mozna opisacé
za pomocq auvtomatow.
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Operandy wyrazen regularnych

Wyrazenia regularne posiadajg pewne rodzaje operandow
niepodzielnych (ang. atomic operands). Ponizej lista:

Znak

Symbol €

Symbol &

Zmienna ktéra moze by¢é dowolnym wzorcem zdefiniowanym za
pomocq wyrazenia regularnego.

Wartos¢é wyrazenia regularnego jest wzorcem sktadajgcym
sie ze zbioru ciggow znakow, ktory czesto okresla sie
mianem jezyka (ang. language).

Jezyk okreslony przez wyrazenia regularne E oznaczony
bedzie jako L(E) lub okreslany jako jezyk wyrazenia E.
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Jezyki operandow niepodzielnych

Jezyki operandéw niepodzielnych definiuje sie w nastepujqgcy sposéb.
Jezeli x jest dowolnym znakiem, to wyrazenie regularne x oznacza jezyk
{x}, to znaczy L(x) = {x}.

Nalezy zauwazyg, ze taki jezyk jest zbiorem zawierajgcym jeden cigg
znakowy.

Cigg ten ma dlugosé 1 i jedyna pozycja tego ciqgu okresla znak x.

L(e) = {€}. Specjalny symbol € jako wyrazenie regularne oznacza zbiér,
ktérego jedynym ciqgiem znakowym jest ciqg pusty, czyli ciqg o dlugosci O.
L(D) = O . Specjalny symbol J jako wyrazenie regularne oznacza zbiér
pusty ciqgow znakowych.

Istniejq trzy operatory w odniesienivu do wyrazen regularnych.

Mozna je grupowac przy uzyciu hawiasow, podobnie jak ma to miejsce
w przypadku innych znanych algebr.

Definiuvje sie prawa kolejnosci dziatan oraz prawa tgcznosci, ktéore
pozwalajg na pomijanie niektérych par nawiaséw - tak jak w
przypadku wyrazen arytmetycznych.
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Operatory wyrazen regularnych

Suma:

Symbol sumy (ang. union) oznacza sie za pomocqg symbolu | . JezeliRi S sq
dwoma wyrazeniami regularnymi, to R | S oznacza sume jezykéw
okreslanych przez R i S. To znaczy L(R|S) = L(R) U L(S).

L(R) i L(S) sq zbiorami ciqgéw znakowych, notacja sumowania jest
vzasadniona.

Zlozenie:

Operator zlozenia (ang. concatenation) nie jest reprezentowany przez zaden
odrebny symbol.

Jezeli R i S sq wyrazeniami regularnymi to RS oznacza ich ztozenie. L(RS),
czyli jezyk okreslony przez RS, jest tworzony z jezykéw L(R) i L(S) w sposéb
nastepujgcy:
Dla kazdego ciqgu znakowego r nalezgcego do L(R) oraz kazdego ciqgu znakowego
s nalezqcego do L(S), cigg rs, czyli ztozenie ciggéw r i s, nalezy do L(RS).
Ztozenie dwoch list takich jak ciqgi znakow, jest wykonywane przez pobranie

po kolei elementéow pierwszej z nich i uzupelnienie ich po kolei elementami
drugiej listy.
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Operatory wyrazen regularnych

Domkniecie:
Operator domkniecia (ang. closure), jest to operator
jednoargumentowy przyrostkowy. Domkniecie oznacza
sie za pomocq symbolu *, tzn. R* oznacza domkniecie
wyrazenia regularnego R. Operator domkniecia ma
najwyzszy priorytet.
Efekt dzialania operatora domkniecia mozna
zdefiniowaé jako ,,okreslenie wystepowania zera lub
wiekszej liczby wystqgpien cigqgow znakéw w R”.
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Operatory wyrazen regularnych

Dombkniecie:

Oznacza to ze L(R*) sklada sie z:
Ciggu pustego g, ktéory mozna interpretowaé jako brak wystqpien ciqgow
znakow w L(R).
Wszystkich cigqgéw znakéw jezyka L(R). Reprezentujq one jedno wystgpienie
ciggéw znakéw w L(R).
Wszystkich ciqgéw znakéw jezyka L(RR), czyli zlozenia jezyka L(R) z samym
sobqg. Reprezentujq one dwa wystgpienia ciqgow znakéw z L(R).
Wszystkich cigqgéw znakéw jezyka L(RRR), L(RRRR) i tak dalej, ktére
reprezentujq trzy, cztery i wiecej wystgpien ciggéw znakéw z L(R).

Nieformalnie mozna napisa¢:

R*=¢| R|RR | RRR| ...

Wyrazenie po prawej stronie to nie jest wyrazeniem regularnym
poniewaz zawiera nieskonczong liczbe wystqpien operatora sumy.
Wszystkie wyrazenia regularne sq tworzone ze skonczonej liczby
wystqpien operatoréow.
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Kolejnos$¢ operatoréow wyrazen regularnych

Istnieje okres$lona kolejnos¢ wykonywania
trzech dzialan wyrazen regularnych: sumy,
zlozenia oraz domkniecia. Kolejnos¢ ta jest
nastepujgca:

Domkniecie (najwyzszy priorytet)

Zlozenie

Suma (najnizszy priorytet)
Przyktad:

al| bec*d = (a]| (b(c*))d)
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Prawa algebraiczne wyrazen
regularnych

Mozliwe jest aby dwa wyrazenia regularne
okreslaty ten sam jezyk.

Dwa wyrazenia regularneR | S oraz S | R
okreslajg ten sam jezyk bez wzgledu na posta¢
wyrazen regularnych jakie sie podstawi za R i S.
Wynika to z faktu ze sumowanie jest przemienne.

Dwa wyrazenia regularne sq rownowazne (ang.
equivalent) jezeli L(R) = L(S).

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wgs 4/12/2018



Prawa algebraiczne wyrazen
regularnych

Tozsamos$¢ sumowania:

(]I R)=(R | D)=R
Tozsamos$¢ zlozenia: ER = Rg =R
Anihilator zlozenia: R =RII=0
Przemienno$é sumowania: (R | S) = (S| R)

Lgcznosé sumowania:

(R]S)IT)=(R](SIT))
Lgcznosé zlozenia:

((RS)T) =(R(5T))
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Prawa algebraiczne wyrazen
regularnych

Lewostronna rozdzielnosé ztozenia wzgledem
sumowania:

(R(STT))=(RS|RT)
Prawostronna rozdzielnos¢ ztozenia wzgledem
sumowania:

((STT)R)=(SR|TR)

|dempotencja sumowania:
(R]|R)=R
Réwnowaznosci operatora domkniecia:
O* = ¢
RR* = R*R
(RR* | €) =R*
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Od wyrazen regularnych do
automatow

7 Istnieje sposéb na zamiane dowolnego wyrazenia
regularnego na automat niedeterministyczny, a
nastepnie przez uvzycie konstrukcji podzbiorow -
zamiany takiego automatu na auvtomat
deterministyczny.

7 Istnieje takze mozliwo$é zamiany dowolnego
auvtomatu na wyrazenie regularne, ktorego jezyk
dokiadnie odpowiada zbiorowi cigqgow znakow
akceptowanych przez automat.

Stqd automaty i wyrazenia regularne dajq te same
mozliwosci opisywania jezykow.
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Automaty z epsilon przejsciami

Nalezy rozszerzyé notacje uzywanq w przypadku automatéw w celu
umozliwienia opisu krawedzi posiadajgcych etykiete €. Takie automaty
wciqz akceptujq ciqg znakdw s wtedy i tylko wtedy, gdy sciezka
zaetykietowana ciggiem s wiedzie od stanu poczgtkowego do stanu
akceptujgcego. Symbol g, ciqg pusty, jest ,,niewidoczny” w ciggach
znakdw, stqd w czasie konstruowania etykiety danej sciezki w efekcie
usuwa sie wszystkie symbole € i uzywa tylko rzeczywistych znakéw.

Automat z g-przejsciami dla wyrazenia a | bc*
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Od wyrazen regularnych do
automatow z epsilon przejsciami

Wyrazenie regularne zamienia sie na auvtomat przy
uzyciu algorytmu opracowanego na podstawie
indukcji zupetnej wzgledem liczby wystqgpien
operatorow w wyrazeniu regularnym.
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Od wyrazen regularnych do
automatow z epsilon przejsciami

Twierdzenie S(n):

Jezeli R jest wyrazeniem regularnym o n
wystqgpieniach operatorow i braku zmiennych jako
operatorow niepodzielnych, to istnieje automat A z ¢-
przejsciami, ktory akceptuje ciggi znakéw nalezqce do
jezyka L(R) i zadne inne.
Ponadto automat A:

posiada tylko jeden stan akceptujqgcy,

nie posiada krawedzi wiodqgcych do jego stanu
poczgtkowego,

nie posiada krawedzi wychodzqcych z jego stanu
akceptujqcego.
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Podstawa

Jezeli n=0, to R musi byé operandem niepodzielnym, ktérym jest &, €
lub x dla pewnego symbolu x.

Dla owych trzech przypadkéw mozna zaprojektowaé 2-stanowy
automat, spetniajgcy wymagania twierdzenia S(0).

start
" Avutomat dla &
start ‘ g
—
start ‘ X
—

Automaty dla przypadkéw bazowych.

Kazdy spetnia warunki 1, 2, 3 (patrz poprzednia strona).

Avtomat dla ¢

Avutomat dla x
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Indukcja

Zakladamy teraz, ze S(i) jest prawdziwe dla wszystkich i <
n.

To znaczy, ze dla kazdego wyrazenia regularnego R o
maksymalnie n wystgpieniach istnieje automat spetniajgcy
warunek hipotezy indukcyjnej i akceptujgcy wszystkie ciqgi
znakow jezyka L(R) i zadnych innych.

Zajmiemy sie tylko najbardziej zewnetrznym operatorem w
R, co oznacza, ze wyrazenie R moze mie¢ tylko forme

R1 | R2, R1 R2, R1*
w zaleznosci od tego czy ostatni uzyty operator byt
operatorem sumy, ztozenia lub domkniecia.
Wyrazenie R1, R2 nie mogq posiada¢ wiecej niz n
operatorow.
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Przypadek 1: R =R1 | R2

Przechodzimy krawedziq zaetykietowanqg symbolem
€ do stanu poczqtkowego automatu dla R1 lub
auvtomatu dla R2.

Nastepnie przechodzimy do stanu akceptujagcego
tego automatu, a poézniej przejsciem € do stanu
akceptujqcego automatu R.
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Przypadek 2: R = RT1 R2

Automat posiada jako swéj stan poczqtkowy stan poczgtkowy
auvtomatu dla wyrazenia R1, a jako swéj stan akceptujgcy — stan
akceptujgcy dla wyrazenia R2.

Dodajemy takze € - przejscie ze stanu akceptujgcego automatu
dla wyrazenia R1 do stanu poczgtkowego automatu dla
wyrazenia R2.

Stan akceptujgcy pierwszego automatu przestaje byé stanem
akceptujgcym, a stan poczgtkowy drugiego automatu przestaje
by¢ stanem poczgtkowym w skonstruowanym automacie.

DlarRl @
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Przypadek 3: R =R1*

Do auvtomatu dla wyrazenia R1 dodajemy nowy stan poczqgtkowy i
akceptujqcy.

Stan poczqtkowy posiada € przejscie do stanu akceptujgcego (a wiec
akceptowany jest cigg €) oraz do stanu poczgtkowego automatu dla
wyrazenia R1.

Stan akceptujgcy automatu dla wyrazenia R1 otrzymuje g-przejscie z
powrotem do swojego stanu poczgtkowego oraz do stanu akceptujgcego
avtomatu dla wyrazenia R.

Stan poczgtkowy i akceptujgcy automatu dla wyrazenia R1 nie sq stanami
poczqgtkowym i akceptujgcym konstruowanego automatu. Etykiety sciezek
odpowiadajq ciggom nalezgcym do jezyka L(R1*) czyli L(R).
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Eliminacja epsilon-przejs¢

Jezeli stanem biezqcym jest dowolny stan s automatu z g-przejsciami,
oznacza to ze jednoczesnie stanem biezgcym jest dowolny stan, do
ktorego mozna sie dostac z s w wyniku przejscia sciezki zawierajqcej
krawedzie zaetykietowane symbolem &.

Wynika to z faktu, ze bez wzgledu na to, jaki ciqg etykietuje wybranq

sciezke prowadzqgcq do s, ten sam ciqg bedzie takze stanowit etykiete
$ciezki rozszerzonej o e-przejscia.

Avutomat z g-przejsciami dla wyrazenia a | bc* &
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Eliminacja € przejsc

0(1]2
0(1]1
1 1
2 111
3
4 1
5 1 1111
6 1 111
7 1 1
8 1 1
9 lof. dir hdb. leloig’ra Richter-Was)

Avutomat z g-przejsciami dla wyrazenia a | bc*

Dla grafu automatu
usuwamy wszystkie sciezki
oznaczone rzeczywistymi
etykietami.
Przeprowadzamy
przeszukiwanie w gtgb
pozostalego grafu.
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Tabela osiggalnosci

_ = =] =
_ = =] =

||| SN |||V =]O

1
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Avutomat z g-przejsciami dla wyrazenia a | bc*

Dla grafu automatu
usuwamy wszystkie sciezki
oznaczone rzeczywistymi
etykietami.
Przeprowadzamy
przeszukiwanie w giqgb
pozostalego grafu.
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Tabela osiggalnosci

Posiadajqc informacje o osiggalnosci, mozemy
skonstruowa¢ rownowazny automat nie
posiadajqcy e-przejsc. Stany do ktorych przechodzi
sie krawedziami zaetykietowanymi symbolami
rzeczywistymi nazywamy stanami istotnymi.

W nowym automacie chcemy zawrze¢é tylko te stany
oraz stany poczqgtkowe dla zbioru jego wlasnego

zbioru stanéw. Nalezy tez zadecydowaé ktére stany
bedg stanami akceptujgcymi.
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Eliminacja epsilon-przejs¢

Automat skonstruowany na
podstawie eliminacji € -przejsc.

Automat akceptuje wszystkie
ciqgi jezyka L (a | bc*).
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Eliminajca epsilon-przejs¢

Avutomat z g-przejsciami dla wyrazenia a | bc* &

7 Prostsza wersja automatu dla
jezyka L (a | bc*).

1 Wykorzystano obserwacje ze
stany (5) i (8) sq rownowazne i
mogq zostaé potgczone.
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Od automatéow do wyrazen regularnych
A s

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wqs

Sciezka z wyrazeniami regularnymi
jako etykietami. Etykieta sciezki nalezy
do wyrazen regularnych utworzonych
w wyniku ztozen.
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Od automatéw do wyrazen regularnych

Dla kazdego automatu istnieje A wyrazenie regularne, ktérego jezyk
dokiadnie odpowiada zbiorowi ciqgu znakow akceptowanych przez
automat A.

Konstrukcja polega na eliminacji stanow automatow. Etykiety krawedzi,
ktore sq zbiorami znakéw, zastepuje sie bardziej skomplikowanymi
wyrazeniami regularnymi.

Jezeli dla pewnej krawedzi istnieje etykieta {x;,x,,...x_}, zastepuje sie jq
wyrazeniem regularnym x,; | x, | ... | x_, ktére reprezentuje ten sam
zbiér symboli.

Etykiete sciezki mozna postrzega¢ jako zlozenie wyrazen regularnych
opisujgcych krawedzie tej sciezki, lub jako jezyk zdefiniowany przez
zlozenie tych wyrazen.

Przykiad:

Wyrazenia regularne etykietujgce krawedzietoa | b i a | b | c. Zbiér znakéw
etykietujqcych te sciezke skltada sie z tych, ktére wystepujq w jezyku
zdefiniowanym przez wyrazenia regularne: (a | b)(a | b | ¢) czyli {aq, ab, ac,
ba, bb, bc}.
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Konstrukcja eliminacji stanow

Zbior cigqgow znakow
etykietujgcych sciezki wiodqce z
wierzchotkow s. do wierzchotka
u, wiqcznie z sciezkami
biegnqcymi kilkakrotnie wokét
petli u > v, oraz z wierzchotka v
do W|erzcholkqi |esi opisany
Za pomocq wyrazenla
regularnego 5, U™ T.

Po eliminacji wierzcholka v
nalezy zasiqpic etykiete R, czyli
etykiete krawc—gdn s; > t. przez
etykiete¢ R;; | Si U*T
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Konstrukcja eliminacji stanow

Kluczowym etapem konwersji z postaci
auvutomatu na wyrazenie regularne jest eliminacja
stanow. Chcemy wyeliminowac¢ stan v, ale
chcemy zachowaé etykiety krawedzi wystepujqce
w postaci wyrazen regularnych, tak aby zbior
etykiet sciezek miedzy dowolnymi pozostaltymi
stanami nie uvlegt zmianie.

Poprzedniki stanu v to s, s,, ..... , S ZAS
nastepniki stanu u to t, t,, ...... 1 (mogq tez
istnie¢ stany wspaélne).
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Konstrukcja eliminacji stanow

Automat skonczony
filtra odbijajgcego.

Stan b, jego poprzedniki oraz

nastepniki.
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Konstrukcja eliminacji stanow

0] 10
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Automat skonczony

filtra odbijajgcego.

Automat skonczony
filtra odbijajgcego
po wyeliminowaniu
stanu b.
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Redukcja zupetna automatu

W celu otrzymania wyrazenia regularnego
okreslajgcego wszystkie ciggi znakow
akceptowane przez automat A i zadne inne,
nalezy rozpatrzyé po kolei kazdy stan
akceptujgcy t automatu A.

Kazdy ciqg znakow akceptowany przez auvtomat
A jest akceptowany dlatego, ze etykietuje on
sciezke wiodqgca ze stanu poczqgtkowego s do
pewnego stanu akceptujgcego t.
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Redukcja zupetna automatu
Cm

start

) ) Automat posiadajqgcy jedynie stan
Automat zredukowany do dwéch standéw.

oczqgtkowy.
Wyrazenie regularne: S*U(T | VS*U)* poczq y

Wyrazenie regularne: S*
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Posumowanie

Trzy sposoby okreslania jezykow dajg te same mozliwosci
wyrazania:

Istnieje pewien automat deterministyczny, akceptujqcy wszystkie
ciqgi znakow jezyka L i zadne inne.

Istnieje pewien, byé moze niedeterministyczny automat,
akceptujgcy wszystkie ciqgi znakow jezyka L i zadne inne.

Jezyk L jest jezykiem L(R) pewnego wyrazenia regularnego.
Konstrukcja podzbiorow pokazuje, ze 2 implikuje 1.

Stwierdzenie 1 implikuje 2 gdyz automat deterministyczny jest
szczegblnym rodzajem automatu niedeterministycznego.

Przechodzenie od wyrazen regularnych do automatéw oznacza
ze 3 implikuje 2.

Przechodzenie od automatéw do wyrazen regularnych oznacza
ze 2 implikuje 3.
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Posumowanie

Automaty deterministyczne mogq by¢ uzywane
jako podstawa programow, ktére rozpoznajg wiele
roznych rodzajow wzorcow w ciggach znakow.

Wyrazenia regularne sq czesto przydatnq
konwencjq tonacyjnq opisywania wzorcow. Istnieje
formalizm praw algebraicznych dla wyrazen
regularnych.
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Pytania do egzaminu

Co to jest wzorzec?
Na czym polega opis wzorca przy pomocy automatu?

Czym sie rozni automat determistyczny od automatu
niedeterministycznego?

Na czym polega technika konstrukcje podzbiorow?

Na czym polega opis wzorca przy pomocy wyrazenia
regularnego?

W jaki sposéb przechodzimy od automatu do
wyrazenia regularnego?

Narysuj automaty dla przypadkow bazowych
wyrazenia regularnego.
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