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Zdarzenie losowe

Wiemy jakie zdarzenia mogg nastgpic ale nie
wiemy ktore wiasnie nastgpi
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Prawdopodobienstwo

Jest wiele definicji, ale kazda jest zgodna ze
0<PA)=<1

Definicja ,czestosciowa” — relatywna ilos¢
zdarzen w ktorym obserwujemy dane
zdarzenie

Definicja Bayesowska - stopien naszego

zaufania do prawdziwosci danej tezy na
podstawie informacji ktéra posiadamy
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Prawo duzej statystyki

W miare jak mamy coraz wiekszg statystyke
zdarzen, proporcja w jakie] pojawia sie dane
zdarzenie zbliza sie do jego prawdopodobienstwa
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Zdarzenia roztgczne i nie-roztgczne

Roztgczne (wzajemnie wykluczajgce sie)
zdarzenia nie mogg zajs¢ w tym samym czasie

Mozemy wyrzucicC albo reszke albo orzetka

Student nie moze rownoczesnie zdac i oblac¢
egzaminu

B A B
P(A and B) = 0 P(A and B) # 0O
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Suma roztgcznych zdarzen

- Jakie jest prawdopodobienstwo aby wyciggnagc
,Jokera” lub ,3" z tali kart AT o 3)

AT + P(3>
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Suma nie-roztgcznych zdarzen
s 4

- Jakie jest prawdopodobienstwo aby wyciggngc
,Jokera” lub ,czerwonej karty”
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Suma zdarzen
I e

A B

P(AorB)=P(A) + P(B) —P(Aand B)
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Przestrzen zdarzen

Zbior wszystkich mozliwych zdarzen
Np. mamy dwoje dziecil, jakie] mogg byc ptci?
S ={ MM, KK, MK, KM}

Przestrzen zdarzen
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Rozktad prawdopodobienstwa
EEE N

one toss P head - tai\l- head- tall -
probability | 0.5 05 head  tal tal | head

probabilty. 025 | 025> | 025 | 025

- Lista prawdopodobienstw wszystkich mozliwych
wynikOw w przestrzeni zdarzen
- Reguty:
o Zdarzenia muszg bycC roztgczne
n Kazde z prawdopodobienstw pomiedzy O i 1
o Suma prawdopodobienstw = 1
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Zdarzenia uzupetniajgce sie
N T

To sg dwa wzajemnie wykluczajgce sie
zdarzenia ktorych suma prawdopodobienstw = 1

C o /0/ erne /‘)Z((i/‘y ¢ OM/?/ emenZ‘afy

: A head + | tal- | head- | tail -
one O.S.S head ftail tail head | |
probability 0.5 0.5 probability 025 | 025 | 025 | 025 |
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Roztgczne vs uzupetniajgce sie
I

Suma dwoch zdarzen uzupetniajgcych sie jest

zawsze rowna 1.
Ale to nie musi byC prawdg dla dwoch zdarzen

roztgcznych.

c O/n/p/ eW
"o dizroint
U/
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Zdarzenia zalezne | niezalezne
I
Dwa zdarzenie sg niezalezne jezeli wynik

jednego nie daje zadnej informacji na temat
wyniku drugiego

| st toss Ind toss |st draw nd draw
C ‘ ',
A K2 g*
v v [
PAY =351 P() = 405
niezalezne zalezne
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Kiedy sg niezalezne

Sprawdzamy: jezeli P(A|B)=P(A) to
zdarzenia sg niezalezne

Obserwujemy roznice
w prawdopodobienstwach —> zaleznos¢
warunkowych

\ Jezeli roznica jest duza
To jest to silna wskazowka

ze zdarzenia sg zalezne

testujemy
takg hipoteze

Przy duzej statystyce
nawet mata réznica moze
wskazywac na zaleznosc¢
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Przyktad

I S
Jak mtodzi ludzie postrzegajg przynaleznosc do
warstw spotecznych

results: objective social class position ‘ |

working class upper middle class ota
poor 0 0 0
subjective working class 8 0 3

social class middle class ) 22 A = RIS
identity  upper middle class 8 37 4

upper class 0 0 0

ota 43 O 73

Study reference: Goodman, Elizabeth, et al. "Adolescents’ understanding of social class: a comparison of
white upper middle class and working class youth." Journal of adolescent health 27.2 (2000): 80-83.
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Przyktad: globalna charakterystyka

e

objective social class position

working class  upper middle class
poor 0 0
subjective working class 8 0 8
social class middle class 32 13
identity  ypper middle class 8 37
upper class 0

Vi

Prawdopodobienstwo ze uczen A oé/' UMC)
obiektywnie nalezy do UMC  EEs RWAR-b--"Mo WA
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Przyktad: zdarzenia nieroztgczne

|
nieroztgczne objective social class position
working class
subjective objective
UMC UMC

K ob) UMC & subj UMC)

Prawdopodobienstwo ze obiektywnie

| subiektywnie uczen nalezy do UMC

=372/ 95 ® 0.35
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Przyktad: zdarzenia warunkowe

social class position

’upper middle class

poor 0 0
subjective = working class 8 0
social class  middle class ),
identity I

48

Total

Asub; UMC | o) W)
=5/ 48 & 017

Prawdopodobienstwo ze uczen ktory obiektywnie

jest w WC subiektywnie nalezy do UMC
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Prawdopodobnie Bayesowskie
.20y

objective social class position

working class  upper middle class [lee
poor 0 0 0
P(A and B) subjective working class 8 0 q
P(A|B) = social class  middle class 32 13 /
P(B) identity  upper middle 8 37 7
upper class 0 0 0
Ofa 48 0 ofe

Rsubj UMC & ob] WO s / 95

=5/ 48 ¥ 017
Aobj £C) 48 / 9%

A saé/' UMC | oé/' WC) =
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Niezalezne zdarzenia
e

Product rule for independent events:

If A and B are independent, P(A and B) = P(A) x P(B)

Bayes’ theorem:

S(A and B General product rule:
P(A|B) = eand 51 § i P(A and B) = P(A | B) x P(B)
AR
R
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Niezaleznosc¢ a prawdopodobienstwo warunkowe

Generalnie jezeli P(A | B) = P(A) to zdarzenia sg
niezalezne
Intuicyjnie:
Znajomosc¢ B nic nam nie mowi o A
Matematycznie:
jezeli Al B sg niezalezne to
P(Aand B) = P(A) x P(B),
wtedy
P(A|B) = P(Aand B)/P(B) = P(A)
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Drzewo prawdopodobienstw

Mamy 100 emaili: 60 to ,spam”, 40 to ,not spam”.

Z 60 spam emaili, 35 zawiera stowo ,free”, z pozostatych
tylko 3 zawierajg stowo ,free”.

Pytanie: Jezeli email zawiera stowo ,free” jakie jest
prawdopodobienstwo ze jest to spam?

e 1ee< 5 spam andil‘g@)

----- 60]|< o “free’

/ o e 25 | spam and no “free” 32
not spam “free” i F(S/mm | “ free ) =

\ L cemsonseoes SO 1Ot spam anw 35 2

""" 40 <no“ﬂ‘ee" e I

------------- 37 | not spam and no “free = 092
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Whnioskowanie Bayesowskie

o Przyktad: 4
[ 4

Jakie jest prawdopodobienstwo ze wyrzucimy = 4 ?
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Whnioskowanie Bayesowskie

Jakie jest prawdopodobienstwo ze wyrzucimy =4 ?

S = £'>2>3[‘1')5)(o

Azy) = 3/¢ =1/2 = 0.5

& =2 )< 3)(‘155)(0)'-7)8)%'0)”)'%;
Az = 9/12 = 3/4 = 0.25
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Whnioskowanie Bayesowskie

> J % ’ﬁ P ==
7o FESem
o 5

- Reguty
LEFT RIGHT

&
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Whnioskowanie Bayesowskie

Zanim zaczniemy zbieracC dane jakie sg
prawdopodobienstwa dla nastepujgcych
hipotez:

H, — ,dobra” kostka w lewej rece

H,- ,dobra” kostka w prawej rece

P(H\: good die on the Right) P(H): good die on the Left)

(a) 0.33 067
(b) 0.5 0.5 —— prior
(0) 0 |

(d) 0.25 0.75
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Whnioskowanie Bayesowskie

o Zbieramy dane

EOtimel =

LEFT RIGHT (

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 9/10/2014



Whnioskowanie Bayesowskie
.24

o Po tym jak zobaczylismy dane mozemy
zmieni¢ prawdopodobienstwa

P(H): good die on the Right) P(H): good die on the Left)
(a) SO
(@’ more than 0.5 less than 0.5
(9 lessthan05 - morethan 0.5
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Whnioskowanie Bayesowskie

Mozemy to tez policzyC wiedzac jaki byt wynik
pierwsze| rundy

H: good die on the Right< ------------ M~ s Sop e i

e 0> e 0.5 x 0.25 = 0.125

>4
\ ------------ 0.5 0.5 x 0.5 = 0.25
----- 0.5
Ho: bad die on the Right <4

............ 0.5 |------------| 0.5x0.5=0.25

/5( >6/, 3000/ die on Z‘/]e 63/72( / yoé( rol/l/ed =) zu/‘Z‘/’] Z‘/}e die on Z‘/}e ’63/7{> =

=Aﬁgooc/ 6\9/77:‘ & =4 '63/7Z(> = O -3Fs5
A =y 6‘3/7@ 0.3725 + 0.25

= -G
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Whnioskowanie Bayesowskie

Prawdopodobienstwo ktore wyliczylismy jest
nazywane ,posterior’ prawdopodobienstwem

Jest ono oznaczane tez P(hipoteza| dana), czyli
prawdopodobienstwo dla hipotezy biorgc pod uwage
dostepne juz dane.

Zalezy od zatozonego prawdopodobienstwa ,prior” i
zebranych danych.

Do kolejnej rundy poprawiamy nasz ,prior’
wykorzystujgc znany juz posterior

updated: P(H: good dioeéon the Right) P(H2: good c?)iedron the Left)

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 9/10/2014



Whnioskowanie Bayesowskie

Wykorzystuje znang juz informacje, jak np. model lub
wykonane juz badania

W naturalny sposob wtgcza informacje z danych w
trakcie ich zbierania

Opiera decyzje na ,posterior’ prawdopodobienstwie:
P(H jest prawdziwa | zebrane dane)

Dobry poczatkowy ,prior” pomaga, ,zty” przeszkadza
coraz mniej w miare jak zbieramy dane

Bardzie] zaawansowane techniki bayesowskie
stwarzajg szersze mozliwosci niz tradycyjne podejscie
,czestosciowe”.
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Rozktad normalny

Symetryczny

Jednomodalny Cor—
Doktadna reguta mean / deviation
jaka jest A
zmiennosc¢

danych wokot
wartosci sredniej

Wiele zmiennych
ma rozktad

zblizony do
normalnego.
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Rozktad normalny
N .,

e )
=00 =1
‘ ™
/ \ N = 19)g="3)
I I I I
| 0 | 10 20 30
= B y
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Rozktad normalny
N
68 - 95 - 99.7% rule

u-3c u-20 u-0 w u+o wu+20 wu+30
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Praktycznie jak wykorzystujemy

Lekarz podaje wyniki pomiaru pulsu przebadane;
probki pacjentow ktora ma rozktad zblizony do
normalnego. Podaje tylko trzy liczby: srednia =
110/min, minimalna = 65/min, maksymalna = 155/min.

Jakie jest najbardzie] prawdopodobnie odchylenie
standardowe?

)5 —» 1ot (3x3) = (93, 125)
BHES=—p o + (axis) = (43, 158
)35 —» 1o * (3x35) = (5, 215)

d) 90 —» 10 + (3x90) = (-0, 350) 5
\ &S 1o, 155
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Porownywanie rozktadow

llos¢ punktow zebranych przez studentow w roznych konkursach.
Czy mozemy ich porownywac ze sobg na podstawie tych wynikow?

$rednia odchylenie
standardowe

OAT scores ~ N(mean = 1300, 50 = 300)

o

Pam

[ I I I I I 1
600 900 1200 1500 1800 2100 2400

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was
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ACT scores ~ N(mean = 21,50 =))
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Porownywanie rozktadow
I I —

Standaryzujemy rozktady: |, _ obsenwacia-sreani
odchylenie standardowe
5. 1800-1500 _ Jim Pam
' 300
. 24 - 21
Jim;

5
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Percentile

Dla standaryzowanego rozktadu mozemy
wyliczyC percentile, czyli procent obserwacji
ktore sg mniejsze niz dana wartosc.

Korzystamy z funkciji jezyka R
R
> pnorm(-1, mean = 0, sd = 1)

[1] 0.1586553

—

I T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
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Percentile

Dla standaryzowanego rozktadu mozemy
wyliczyC percentile, czyli procent obserwacii
ktore sg mniejsze niz dana wartosc.

Korzystamy z appletu
http://bitly.com/dist calc

Normal Distribution

= 4
=3

N
= = o

=
=}

P(X < -1) = 0.159
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Percentile

Dla standaryzowanego rozktadu mozemy
wyliczyC percentile, czyli procent obserwacii
ktore sg mniejsze niz dana wartosc.

Korzystamy z tabeli

Second decimal place of Z

0.04 003 0.02 0.01 0.00 Z
0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 | —3.4
0.0004 0.0004 0.0005 0.0005 0.0005 | —3.3
0.0006 0.0006 0.0006 0.0007 0.0007 | —3.2

0.0505 0.0516 0.0526 0.0537 0.0548 | —1.6
0.0618 0.0630 0.0643 0.0655 0.0668 | —1.5
0.0749 0.0764 0.0778 0.0793 0.0808 | —1.4
0.0901 0.0918 0.0934 0.0951 0.0968 | —1,3
0.1075 0.1093 0.1112 0.1131 0.1151 | 1.2
0.1271 0.1292 0.1314 0.1335 0.1357 ¢ —1.1 . ; | . l | .
0.1492 0.1515 0.1539 0.1562 0.1587 | —1.0 = 2 = = ! = .
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Percentile
>

Jaki procent uczniow otrzymat wieksza ilosc
punktow niz Pam

> pnorm(1800, mean = 1500, sd = 300)
[1] 0.8413

Second decimal place of Z
Z 0.00 0.01 0.02

X000 = 1500 0.0 [ 0.5000 0.5040 0.5080 O.

Z = = 1 0.1 | 05398 0.5438 0.5478 0.

300 0.2 | 05793 0.5832 0.5871 0.

A2 LD = psds 0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 o.

0-54 0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.

1.0 [[08413 08438 08461 0.

| I T I I T T Y = S T '
o e o0 o0 oo o s VT 05413 = OlsxF 1.1 @ 08665  0.8688 0.
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Percentile

Second decimal place of Z

Ajezeh ktOé méWI 7Ze jeSt z [000 00T 00z 003 00| 005 006 007 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 05040 0.5080 0.5120 0.5160 | 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319  0.5359

top 10% W S AT klasyﬂkaCJ' 0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 | 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

0.2 | 05793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 | 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

TO | I e OtrZ m a+ u n kt (’)W f) 0.3 | 06179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 | 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480  0.6517
y p . 0.4 | 06554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 | 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 | 0.7088 0.7123 0.7157  0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7201 0.7324 0.7357 0.7389 | 0.7422 0.7454 0.7486 | 0.7517 0.7549

0.7642 0.7673 0.7704 | 0.773¢ 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.7939 0.7967 0.7995 | 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133

2/_ observation - MEAN | oo osme om | osm osnts oesi M oxeo
0.8599

0.8461 08485 08508 | 0.8531 0.8554 0.8577 | -~ 0.8621
S[V 0.8686 _0.8708 08729 | 0.8749 _0.8770 08790 0. 08830
0.8888  0.8907 0.8925 | 0.8944 0.8962 0.8980 0.9015
I3[ 00032 00040 0.9066 09082 09099 | 0.9115 0.9131 09147 09162 0.9177
14 | 09192 09207 09222 09236 09251 | 0.9265 0.9279 0.9292 " 09306  0.9319

it X = 1200 > qnorm(0.90, 1500, 300)

[1] 1884.465

300
X = (1.25 X 300) + 1500 = 1S54
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Plot normalnego prawdopodobienstwa

male heights (in.)
o) ~
&) o

60 65 70 75 80 2 -1 0 1 2
Male heights (inches) Theoretical Quantiles
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Plot normalnego prawdopodobienstwa

Dane sg na osi pionowej, ha 0Si poziomej sg
teoretyczne kwantyle (rozktadu normalnego)

Jezeli jest dobra zgodnosc¢ danych |
teoretycznych kwantyli to dane uktadajg sie na
linii proste]

Im blizej prostej linii, tym rozktad blizszy
rozktadowi normalnemu

Ten plot wymaga obliczania ,percentill”
| ,Zz-scores” czyli standaryzowanej zmiennej.
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Plot normalnego prawdopodobienstwa
I

0+  Gracze koszykowki
85+
80+
75+
70-
| | | | | | | | | | | |
70 75 8 8 90 3 2 -1 0 1 2 3
Height (inches) Theoretical quantiles
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Plot normalnego prawdopodobienstwa

Right skew
Points bend up and
to the left of the line.

| eft skew
Points bend down

and to the right of
the line.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wags

Short talls (narrower than
the normal distribution)

Points follow an S
shaped-curve.

Long tails (wider than the
normal distribution)

Points start below the
line, bend to follow I,
and end above it.

9/10/2014



Rozktad binomialny
244
Milgram eksperyment

Egzaminator wydaje polecenie

nauczycielowi aby wigczyt prad

P(shock) = 0.65

Nauczyciel moze

odmowi¢ wykonania
polecenia

Elektryczny szok (symulowany) za
kazdym razem jak uczen zle
odpowie na pytanie
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Rozktad Bernouliego

Kazdy nauczyciel przystepujgcy do testow jest
traktowana jak ,préba”

Jezeli odmowi wykonania polecenia |

witgczenia pradu to to jest sukces. Tylko 35%
odmawia wiec P(sukces) =0.35

Kazda proba ma tylko dwie mozliwe wartosci:

tak lub nie na wydane polecenie. Podlega wiec
rozktadowi Bernouliego.
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Symulacja

Wybieramy losowo 4 osoby aby wziety udziat w
eksperymencie. Jakie prawdopodobienstwo ze
doktadnie 1 odmowi wykonania polecenia.

» Four individuals: ~ Scenario 1: 035 x 06 x 065 x 06 =0096|
(A) Anthony OR (A) (B) shock  (C) shock (D) shock
(B) Brittany Scenario 2: 065 x 935 x 065 x 0& =006l
(©)Clara OR (A) shock  (B) (C) shock (D) shock
(D)Dorian Scenario 3: _065 x 06 x 03 x 065 =0096]
. _ OR (A) shock  (B) shock  (C) e (D) shock
’ Mul”uple“ SCENADS gienario 4: 065 x 065y 065 y 035 =0096]
where “exactly | (A)shock  (B) shock  (C) shock (D) +
feiliors 4x0.0961 = 0.3844
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Rozktad binomialny

Rozktad binomialny to rozktad
prawdopodobienstwa doktadnie k sukcesow przy
n-prébach Bernouliego z prawdopodobienstwem
pojedynczego sukcesu p

# of scenarios x P(single scenario)

\
n nt/ oIS
(k) ~ Kl(n— k) / Y

l probability of success probability of failure
’ y to the power of to the power of
n choose k ,
number of successes number of failures
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Rozktad binomialny

lle jest mozliwosci dla lle jest mozliwosci dla
1 sukcesu w 4 probach? 2 sukceséw w 9 probach?
1= SSFFFFFFE 1 R
1 n SFSFFFFFF 9 o
(1) T 1l x (4—1)! i (2) T2 x Tl
4 x 3 x2x1 9x8x A
1 x 3 x2-x1 2x1x A

> choose(9,2)
[1] 36
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Rozktad binomialny

Jezeli p = prawdopodobienstwo sukcesu, (1-p) =
prawdopodobienstwo porazki, n = ilosS¢C prob, k=ilosc
sukcesow to:

n
P(k successes in n trials) :( ) pk (1- p)(n—k)

k
gdzie
Warunki ktére musza by¢ spetnione: n\ n!
Proby sg niezalezne k] El(n—k)!

llosC prob musi by¢ ustalona z gory

Kazda préba musi by¢ sklasyfikowana
jako sukces lub porazka

Prawdopodobienstwo sukcesu musi
byC to samo dla kazdej proby
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Przyktad

Zgodnie z badaniami statystycznymi (2013), tylko

13% pracujacych jest zaangazowanych w swoja prace
(lubi jg i chce mieC pozytywny wptyw). Wybierajac
losowo 10 osob, jakie jest prawdopodobienstwo ze
doktadnie 8 Jest Zaangazowanych w prace

1,
s =10 %K=g>=(8>0.l3gx0.g:}"
= 0.3 0/
= ke - X 043 X 0.8F
_ N S X' 2
' - 2 = O-5F IOX?XS-/
k=5 5 / X 043° X 0.7
I 2]
= 48 > 013% ¥ O SF
= 0-0O00002%%
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Przyktad (cd.)

0

> dbinom( 8,
[1] 2.77842e-06

size

10,

B

= 0.13)

http://bit.lv/dist calc

Distnbution:
| Binomial S |
n
o
1m0 3
-3 o
p
o o33 o
& o
Modael: o
P(X = a)
S
Find Area: =
[ Equaifty e]

Qe

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Wags

Binomial Distribution

| !

4 8

P(X = 8) = 2.78e-06
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Przyktad (cd.)

Wybierajgc losowo 100 pracownikow, ilu
oczekujesz ze bedzie zaangazowanych w
swoja prace? Pamietajmy p=0.13

0= mnp L =100 X 013 = I3

g = \/?’Lp(l — p) o —‘-JIOO-lX 013 X 0-87‘ = 3.36
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Przyblizenie rozktadu binomialnego

Rozktad normalny moze by¢ dobrym
przyblizeniem rozktadu binomialnego.

Warunek:
Probka jest wystarczajgco duza aby
np >10 oraz n(1-p)> 10
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Przyktad

Zgodnie z badaniami statystycznymi (2014), 56% obywateli
USA ktorzy nie sg ubezpieczeni zamierza sie ubezpieczyc¢
korzystajgc z programu rzgdowego. Jakie jest
prawdopodobienstwo ze z 10 losowo wybranych osob,
doktadnie 6 zamierza sie ubezpieczyc?

http://bit:1y/dist cale

Distribution: Binomial Distribution

Al

f T T ‘ 1
0 2 4 6 8 10

4
000 0.05 0.10 0.15 020 0.25

P(X =6) = 0.243
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Przyktad (cd)

s 4
Zgodnie z badaniami statystycznymi (2014), 56% obywateli

USA ktorzy nie sg ubezpieczeni zamierza sie ubezpieczyc¢
korzystajgc z programu rzgdowego.

Jakie jest prawdopodobienstwo ze z 10 losowo wybranych
0soOb, doktadnie 6 zamierza sie ubezpieczyC?

> dbinom(6, size = 10, p = 0.56)
[1] 0.243
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Przyktad (cd)

Zgodnie z badaniami statystycznymi (2014), 56% obywateli
USA ktorzy nie sg ubezpieczeni zamierza sie ubezpieczyc¢
korzystajgc z programu rzgdowego. Jakie jest
prawdopodobienstwo ze z 10 losowo wybranych osob,
doktadnie 6 zamierza sie ubezpieczyc?

AK =g =( IZ ) 0.56° > 044

IONFS S Ix G

0.20
|

0.15
1

X 0.86° X 0.44°

G 34535 2%

0.10
|

=210 X 0.56° X 044’

0.05
|

!
|

= 0.243

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Przyktad (cd)

Jakie jest prawdopodobienstwo ze
z 1000 losowo wybranych osob, doktadnie 600

zamierza sie ubezpieczyc?

a) 0.243, same as P(K = 6) 7 = 056
(b))less than 0.243 PSE=aFE SRR S A e RS PP ey
c) more than 0.243 A=¢6 - 5.6 =04

7, = 1000 M2 = 1000 X 0-56 = 560

AR A= 600 - 560 = 40

> dbinom(600, 1000, 0.56)
[1] 0.00098
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Przyktad (cd)

Jaki jest rozktad prawdopodobienstwa osob
ktore planujg sie ubezpieczyC¢ w posrod 100
losowo wybranych osob

P =056 » =100 Mmean = 6, SD = 4.94)
# suc: np? =100 X 0-56 = 56 7 10 A '

0.06
I

# fal: K1i=p) =100 x 044 = 44 > 10

0.04
I

=56

6 =[100 X 0-56 X 044 = 4.96 5 M’"‘ hm

[ T T T T T T T T T I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0.00

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 9/10/2014



Przyktad (cd)

Jaki jest rozktad prawdopodobienstwo ze co
najmniej 60 osob sposrod 100 losowo wybranych
planuje sie ubezpieczyc.

Distribution: Binomial Distribution
Binomia | g
o
n
. 9 w
c o
¢ p
P
0.5 g
v o
oy
=}
odel: =)
PX z a) —d
8 A
Find Area: < T T T T 1
0 20 40 60 80 100
Upper Tail
und:

P(X = 60) = 0.241

http://bit.ly/dist calc

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 9/10/2014



Przyktad (cd)

e

Jaki jest rozktad prawdopodobienstwo ze

co najmnie] 60 osob sposrod 100 losowo wybranych
planuje sie ubezpieczyc.

> sum(dbinom(60:100, size = 100, p = 0.56))
[1] 0.241
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Przyktad (cd)

Jaki jest rozktad prawdopodobienstwo ze co
najmnie] 60 osob sposrod 100 losowo wybranych

planuje sie ubezpieczyc.

§_A/(Mean = 56, SD = 4.96) 5. 60756 o,
i 4.96

== — A2 > 0sD = 0.209

L _

= A{(”‘ Z = E e

4.96
g_ (l) 1|0 2|0 3|0 4|0 5|0 60 ?|0 8|0 9‘|0 1{|JO ,C(Z > 0'?]) i 0'23q
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Rzktad binomialny — normalny

0.2

& )

° L

gl & o

8 i =" |O S

o |g'°

=} 7o) e
= s

e ¥ o

= SR 9

8 S |

o

g g |

p—025 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

20

n =50 n= 100

0.00 002 004 006 0.08 010 0.12

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
1 1 1 ]

R s e T T T a—T T T T T 1 - T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Rzktad binomialny — normalny

Sukces-przegrana reguta:

rozktad binomialny ktory ma co najmniej 10
oczekiwanych sukcesow | 10 oczekiwanych
porazek jest blisko rozktadu normalnego.

Jezeli to co powyzej jest spetnione to

Binomial(n,p) ~ Normal(H,0)

p=np o=+/np(l—p)
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Rzktad binomialny — normalny

Jaka jest minimalna probka n o rozktadzie
binomialnym aby byta blisko rozktadu
normalnego?

nXx 0.25 = 10 nx OFs 210
»n =0p / .25 »n =10 /L 025
n = 40 s 2338
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Przyktad

Sredni uzytkownik facebook ,dostaje wiece;

niz daje”
,Szukam przyjaciela”: 40% wystali i 63%
dostali
Jubie” : 14 x wystali, 20x dostali (Srednio)
,wiadomosc”: 9 wystali i 12 dostali |
(srednio) 1
Jags”: 12% znalazto a 35% byto
znalezionych

Inne:

25% uwazanych jest za ,power user” P = 0-25
Sredni uzytkownik facebook ma 245 "
przyjaciot 1 = 245
Jakie jest prawdopodobienstwo ze sredni
uzytkownik ma co najmiej 70 przyjaciét A K 0> = 7

ktorzy sg ,power user’?

Image: http://pixabay.com/p-35681/no_redirect

Prof. dr hab. Elzbieta Rich ;
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Przyktad (cd)

o q
B = 20) =7

M mean, SD)
=AK=20 +AK=2) + .. + AK = 243) &5

mean = 245 x 0.25 = (.28

To)

q s

= SD =4\\1245 X 0-25 X 0-F5 = (.78
( ly’) = 245, Fixed § 9 Sy
(:”power wuser / not g | Z = = 1.29
( ‘{ =} b4+
3 p=0.25

o AZ >1.29) =1 - 09018
(Jy independence = 7 070

= = 0-0985

O_ ]

o

g |

o [ | [ [ | [ | [ [ | |

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225025}
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Przyktad (cd)
N =

Second decimal place of Z
Z 000 001 002 003 0.04| 005 006 007 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 | 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 = 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 | 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 = 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 | 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 06179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 | 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 06554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 | 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 = 0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 | 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 = 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 | 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 = 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 | 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 = 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 | 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 = 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 | 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 = 0.8389

1.0 [ 0.8413 0.8438 08461 08485 0.8508 | 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 & 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 | 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810  0.8830
1.2 | 08849 08869 08888 08907 0.8925 | 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 09015 |
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Przyktad (cd)

N T
RO

> sum(dbinom(70:245, size = 245, p = 0.25))

[1] 0.113 Vs 0.0955777

S - n 695 = 61.25

i = =\ 22
é o | G-+
g | | AZ 2122 =1 - 0555%
& = 0.2
o [ [ I 1T I [ I | I I |

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
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Przyktad (cd)

http://bit.ly/dist calc

Distribution: Binomial Distribution
Binomial s 8 =
o
n
1 245 ]
9 <
q -
p o
0 0.25
- _
o
O, -
(=}
Model: )
PX=>a) -
o
Find Area: S [ T T T T 1
; 0 50 100 150 200 250
[ Upper Tail t\
Bound:

P(X > 70)= 0.113

<>

2

a
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Negatywny rozktad binomialny

Obserwacja doktadnie k-tego sukcesu w n-tej
probie.
Warunki:

Kazda proba jest niezalezna

Wynik kazdej proby jest sukcesem albo porazka

Prawdopodobienstwo sukcesu jest takie same dla
kazdej proby

Ostatnia proba konczy sie sukcesem
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Negatywny rozktad binomialny
I I —

Negative binomial distribution
The negative hinomial distribution describes the probahility of observing the k"
success on the n'® trial:

P(the k™ success on the n™ trial) = (: B i) pt(1-p)* (3.58)

where p is the probability an individual trial is a success. All trials are assumed
to he independent.
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Binomialny vs Negatywny binomialny

Binomialny:
Ustalona ilos¢ prob
Rozwazamy ilosC sukcesow
Negatywny binomialny
Pytamy jak wiele prob nalezy wykonac aby

zaobserwowac k sukcesow, zgdamy aby ostatnia
proba konczyta sie sukcesem
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Rozktad Poissona

Zmienna losowa ma taki
rozktad jezeli przypadek
zachodzi rzadko, cata
probka jest duza | -
poszczegolne zdarzenia
mog3a byC uwazane za
niezalezne. 40-

Rzadkie zdarzenia np.:
Atak serca
Wziecie $lubu oo
Uderzenie pioruna

60

201
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Rozktad Poissona
IR e

Poisson distribution
Suppose we are watching for rare events and the number of ohserved events follows
a Poisson distribution with rate A. Then

AkE—k
k!
where k may take a value 0, 1, 2, and so on, and k! represents k-factorial, as

described on page 138, The letter e & 2.718 is the base of the natural logarithm.
The mean and standard deviation of this distribution are A and v/, respectively.

P(observe F rare events) =
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