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ALGORYTMICZNA |
STATYSTYCZNA
ANALIZA DANYCH



Eksploracja danych

Algorytmy klastujgce
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Problem

Majgc dang chmure punktow chcielibysmy
zrozumiec ich strukture
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Bardzie| formalnie

Majgc dany zbior punktow pomiarowych oraz
podang miare odlegtosci pomigdzy punktami
pogrupuj dane w klastry

Punkty nalezgce do tego samego klastra powinny bycC
podobne” do siebie

Punkty nalezace do dwoch roznych klastrow powinny
sie istotnie od siebie roznic

Zazwyczaj.
Punkty sg w przestrzeni wielowymiarowej

Podobienstwo jest zdefiniowane jako miara
odlegtoosci pomiedzy punktami
Euklidesowa, Cosinus kata, etc...
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Przyktad klastrow

| lE
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Problem jest nietrywialny
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Gdzie jest trudnosc

Klastrowanie w dwoch wymiarach jest na ogot
tatwe

Klastrowanie matej ilosci danych jest na ogot
tatwe

Wiele praktycznych zastosowan dotyczy
problemow nie 2 ale 10 lub 10000
wymiarowych.

W duzej ilosci wymiardow trudnosc polega na
fakcie ze wiekszosc¢ danych jest w ,te] samej
odlegtosci”.
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Przyktad: klastowanie obiektow
widocznych na niebie: SkyCat

Katalog 2 bilionow ,obiektow” reprezentuje
obiekty przez ich czestosci emis;i
promieniowania w 7 zakresach

Klastrowanie powinno grupowac obiekty tego
samego typu, np. galaktyki, gwiazdy, kwazary,
etc.
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Przyktad: klastrowanie CD'’s

ntuicyjnie: muzyka moze byc¢ klasyfikowana w
Kilka kategorii | kKupujgcy na ogot preferujg
newne kategorie.

Na czym polegajg te kategorie?
A moze klastrowac CD’s ze wzgledu na
Kategorie 0sob ktore je kupujg?
Podobne CD’s majg podobng grupe
Kupujgcych | odwrotnie
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Przyktad: klastrowanie
dokumentow

Problem: pogrupuj razem dokumenty na ten
sam temat.

Dokumenty z podobnym zestawem stow
prawdopodobnie sg na ten sam temat.

A moze inaczej sformutowac: ,temat” to
podobny zestaw stow ktory wystepuje w wielu
dokumentach. Wiec moze nalezy grupowac
stowa w klastry i te klastry bedg definiowac
tematy?

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 8/01/2015



Miara odlegtosci

Dokument: zbior stow
,<Jaccard” odlegtosc¢: podzbior tych samych elementow

Dokument: punkt w przestrzeni stow, (X,X,,...,X,),

gdzie x; = 1 jezeli dane stowo wystepuje.
Euklidesowa odlegtosc

Dokument: vector w przestrzeni stow (X,X,,...,X,)-

Cosinus odlegtosc: iloczyn skalarny unormowanych
wektorow
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Metody klastrowania

Hierarchiczne:

Bottom-up

Poczatkowo kazdy punkt jest
klastrem

tgczymy dwa klastry o
najmniejsze odlegtosci w
jeden klaster

Powtarzamy iteracyjnie
Top-down

Startujemy z jednego
wielkiego klastra

Dzielimy na dwa klastry jezeli
spetnione pewne warunki

Powtarzamy iteracyjnie az
osiggniety inny warunek
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Metody klastrowania

K-means:

Zaktadamy na ile klastrow
chcemy pogrupowac
dane.

Wybieramy poczgtkowe
centra klastrow.

Przegladamy liste
punktow, przypisuje do
najblizszego klastra.

Powtarzamy iteracyjnie po S AR
kazdej iteracji poprawiajgc e Y
potozenie centerow

Klastrow.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 8/01/2015



Klastrowanie hierarchiczne

Bottom-up klastrowanie
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Klastrowanie hierarchiczne

Podstawowa operacja: ..
iteracyjnie powtarzaj ‘ ‘

D6 -

sklejanie dwoch o
klastrow w jeden.

D21

12312 319 4152926 9 310 724 6112872001 218 8015271677

Podstawowe pytania:

Jak reprezentowac klaster ktory zawiera wiecej niz
jeden punkt?

W jaki sposob zdefiniowac ,dwa najblizsze” klastry?
Kiedy zatrzymac procedure sklejajgcg?
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Metryka Euklidesowa

Jak reprezentowac klaster ktory zawiera wiecej
niz jeden punkt?
Reprezentujemy kazdy klaster przez potozenie
jego srodka ciezkosci wg. te] metryki. Nazywamy
go ,centroid”, czyli centrum klastra nie jest
jednym z punktow danych.

W jaki sposob zdefiniowac ,,dwa najblizsze”
klastry?
Mierzymy odlegtosC pomiedzy centrami klastrow,
wybieramy najblizsze.
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e

Przyktad:

(? E.l.t.aérlata point E 1 I ﬂ

X ... centroid Dendrogram
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Metryka nie-euklidesowa

Jedyne potozenia o ktérych mozemy mowic to

punkty danych. Nie istnieje pojecie ,Sredniegj’.
Klaster reprezentowany przez jego punkt bedacy
najblize] wszystkich innych punktow. Najblize] wg.
zadanej metryki. Nazywamy go ,klastroid”.
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Metryka nie-euklidesowa

Centroid Centroid is the avg. of all
(data)points in the
cluster. This means
centroid is an “artificial”

Cluster on Clustroid point.
3 datapoints

Clustroid is an existing

(data)point that is “closest” to all
other points in the cluster.
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Metryka nie-euklidesowa

Centroid

Datapoint if
Clustroid

Klastroid: punkt najblizszy do wszystkich innych.

Co to znaczy ,najblizszy”?
Najmniejsza maksymalna odlegtos¢ od wszystkich innych
Najmniejsza suma odlegtosci od wszystkich innych

Najmniejsza suma kwadrat ow odlegtosci od wszystkich
Innych.
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Kiedy zakonczyc¢ klastrowanie

Jezeli oczekujesz ze dane powinny sie grupowac
w k —klastrow zakoncz jezeli pogrupujesz w k-
klastrow

Zatrzymaj jezeli kolejne klastrowanie doprowadza
do klastrow o gorszej jakosci:

np. srednica (maksymalna odlegtosc) wieksza niz
wymagana granica

Np. promien klastra wiekszy niz wymagana granica
Np. potega promienia klastra wieksza niz wymagana
granica.
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Implementacja

Naiwna implementacja: w kazdym kroku
obliczaj odlegtosc¢ kazdej pary klastrow a
potem sklejaj: ztozonos¢ O(N3) dla kazdej
iterac]i
Optymalna implementacja z wykorzystaniem
kolejki priorytetowej: O(N? log N)

Dalej ztozonosc zbyt duza dla duzych zbiorow

danych lub danych nie mieszczgcych sie w
pamieci.

Prof. dr hab. Elzbieta Richter-Was 8/01/2015



Klastrowanie k-means
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K-mean algorytm

Zaktada metryke euklidesowg

W pierwszym kroku wybieramy liczbe k-klastrow

Wybieramy k- punktow danych bedgcych reprezentami tych
Klastrow.

Na razie zatozmy ze wybieramy je losowo.

Przeglgdamy liste punktow danych i przyporzgdkowujemy do
Klastrow

Updatujemy potozenie centrow klastrow na podstawie
punktow przypisanych do klastrow

Powtarzamy operacje przeglgdania listy punktow,
przypisujemy do najblizszych klastrow, punkty moga
migrowac pomiedzy klastrami.

Powtarzamy dopoki punkty nie przestajg migrowac
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Przyktad: k = 2

e

X ... data point
... centroid Round 1
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Przyktad: przyporzadkuj punkty

e

X ... data pomt

D ... centroid Round 2
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Przyktad: popraw centra

X ... data point

... centroid Round 3
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W jaki sposob wybrac k

Sprobuj kilka roznych wartosci, badaj jaka jest
zmiana sredniej odlegtosci jak zwiekszasz k

Too few;
many long
distances
to centroid.
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W jaki sposob wybrac k

Sprobuj kilka roznych wartosci, badaj jaka jest
zmiana sredniej odlegtosci jak zwiekszasz k

Just right;
distances
rather short.
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W jaki sposob wybrac k

Sprobuj kilka roznych wartosci, badaj jaka jest
zmiana sredniej odlegtosci jak zwiekszasz k

Too many;

little improvement

in average

distance.
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W jaki sposob wybrac k

Sprobuj kilka roznych wartosci, badaj jaka jest
zmiana sredniej odlegtosci jak zwiekszasz k

Best value
of k
Average J'
distance to
centroid K >
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W jaki sposob wybieramy
poczgtkowe punkty?

Na podstawie podzbioru danych:

Wybierz podzbidr danych, przeprowadz klastrowanie
hierarchiczne aby otrzymac k-klastrow.

Wybierz dla kazdego punkt najblizsze do srodka
klastra

Uzyj tych punktow jako punktow startowych
Najbardziej dalekie:

Wybierz pierwszy punkt losowo

Jako nastepny wybierz najbardziej od niego odlegty

Powtarzaj zawsze wybierajgc najbardziej odlegty od
juz wybranych punktow, az wybierzesz k-punktow
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Ztozonos¢ obliczeniowa

Za kazdym razem przegladamy petna liste

punktow aby przypisac punkt do jednego z k-
centrow

Kazda iteracja dla N punktow | k-centrow to
O(N k)

Liczna wymaganych iteracji moze byc bardzo
duza.

Czy moglibysmy ten algorytm zrealizowac
tylko raz przegladajac dane?
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Klastrowanie

Algorytm BRF (Bradley- Fayyard-Reina)
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Algorytm BRF

To jest wersja algorytmu k-means dla bardzo
duzych zbiorow danych.

Zaktada euklidesowa metryke.

Zaktada ze dane w klastrze majg rozktad
normalny wzgledem centrum klastra | kazdego
Wym IaI'U Gaussian or

"normal”
distribution

fo(x)
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11359 | 3413 |.3413 ! 1359 "<
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BFR klastry

Z zatozenia o normalnosci rozktadu wynika ze
klastry wygladajg jak elipsy o osiach
rownolegtych do kierunkow wymiarow.

X
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BFR algorytm

=es.
— |
@o()

Cluster metadata

Main memory

Data on disk
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BFR algorytm

Punkty danych przeglgdane sg tylko raz, na
raz w pamieci tylko podzbidor danych
Informacja o wiekszosci z punktow z kazdej
partii przechowywana w postaci kilku
sumarycznych wielkosci statystycznych.

Na poczatku, z pierwszej partii punktow
wybieramy k-centrow wg. jednej z poznanych
metod.
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Trzy klasy punktow

Odrzucone punkty (discard set DS): punkty
bedace blisko centrow klastrow tak ze
wystarczy zapisanie informacji sumarycznej

Punkty w mini-klastrach (compression setCS):
punkty ktore sg blisko siebie ale ni blisko
zadnego z centrow, zapisujemy tylko
informacje sumaryczng

Punkty izolowane (retained set RS):
przechowujemy izolowane punkty do
nastepnego etapu.
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Trzy klasy punktow

o Points in
o the RS
(j] Compressed sets.
\Their points are in \'@

the CS.

A cluster. Its points

are in the DS. The centroid

Discard set (DS): Close enough to a centroid to be summarized
Compression set (CS): Summarized, but not assigned to a cluster
Retained set (RS): Isolated points
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Sumaryczna informacja

Dla kazdego klastra (DS) | kazdego mini-
klastra (CS) przechowywana jest informacja
sumaryczna:

Liczba punktow N

Wektor d-wymiarowy SUM, kazda wspotrzedna to
suma odlegtosci punktow klastra od centrum w
danym wymiarze

Wektor d-wymiarowy SUMSQ, kazda
wspotrzedna to suma kwadratow odlegtosci
punktow klastra od centrum w danym wymiarze
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Sumaryczna informacja

2d + 1 wartosci reprezentuje kazdy klaster i mini-
Klaster

Srednia w kazdym wymiarze (centroid) moze byé
przeliczona jako SUM,/N

Wariancja w kasdym wymiarze moze bycC
przeliczona jako (SUMSQ/N) — (SUM/N)2
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Procesowanie porcji danych

Sprawdz czy punkt jest ,wystarczajaco blisko™ do
DS lub CS klastra, wybierz najblizszy, dodaj do
sumarycznej informacji a nastepnie usun punkt z
pamieci.

Jezeli punkt nie byt wystarczajgco blisko sprawdz
czy mozesz utworzy¢ nowy CS klaster
orzeglagdajgc RS punkty. Jezeli nie zapamieta] ten
ounkt jako nowy RS punkt.

PO ostatniej iteracji posklejaj wszystkie CS 1 RS
do najblizszych DS. Ostatecznie utworzone
zostanie tylko k klastrow.
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Mahalanobis odlegtosc

Co to znaczy ze punkt jest ,wystarczajgco
blisko™?

Klaster C ma centroid w (c,, C,, ..., Cy) |
odchylenie standardowe (¢4, G, ..., Oy4)

Rozwazany punkt P = (Xq, X5, ..., Xg)
Znormalizowana odlegtosc: vy, = (x; — ¢)) /o;
MD punktu P od klastra C: \/ y ;
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Mahalanobis warunek

Przypuscmy ze punkt P jest w odlegtosci jednego
odchylenia standardowego od centrum w kazdym
wymiarze.

Kazdy y; = 1 i wowczas MD = sqrt(d)

Gaussian or
"normal”
distribution

f (%) 68% of points have MD < ./(
g
95% of points have MD < 2./d

i 99% of points have MD < 3V/d

0214
.00135
e’

.oo\jkss 11359 ! 3413 | .3413 ! 1359
'SIO -2]0 -(]] 0 (IJ' 210 3]0
X

Akceptuj punkt P do klastra C jezeli np. wartos¢ MD < 3 sqrt(d)
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Kiedy sklejac dwa CS

Policz wariancje dla sklejonych

klastrow, sklej jezeli wariancja

ponizej wartosci graniczne).

Mozliwe inne warunki:
Gestosc klastra @
Odlegtosci mogg miec inng wage

dla kazdej wspdtrzedne; @

Itd..
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Algorytm CURE
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Ograniczenia algorytmu BFR

o Silne zatozenia:
o Normalny rozktad punktow w kazdym wymiarze
o Osie wzdtuz osi wspotrzednych

Not OK Not OK
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Algorytm CURE

CURE ( Clustering Usinh Representatives):
Zaktada metryke Euklidesowg
Dopuszcza klastry roznych ksztattow
Uzywa podzbior punktow do reprezentowania klastra
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Przyktad: ptace w Standford
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Algorytm CURE

Plerwsze przejrzenie danych
Wybierz podzbior danych ktory miesci sie w
pamieci

Przeprowadz klastrowanie hierarchiczne tego
podzbioru danych.

Wybierz k-punkty reprezentujgce klaster (np.
k=4), jak najbardziej od siebie odlegte

Utworz sztuczne punkty przez przesuniecie
wybranych np. o 20% w strone centrum klastra
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Przyktad: poczatkowe klastry
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Przyktad: wybor

- reErezentatanxch Eunktc’)w

!
salary < Pick (say) 4
remote points
for each
cluster.
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Przyktad: wybor

. reErezentatanxch Eunktc’)w

!
salary < Move points
(say) 20%
toward the
centroid.
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Algorytm CURE

Drugie przejrzenie danych
Teraz przejrzyj catosSC danych

Umiesc punkt w najblizszym klastrze: do
okreslenia ,najblizszy” uzyj dla kazdego klastra
reprezentatywnych punktow

| to juz jest koniec!
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